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6.4 Topologisches Sortieren

In vielen Anwendungen ist eine Halbordnung vonElementen durch eine binare Rdation
gegeben, die unmittelbar durch einen zyklenfreien gerichteten Graphen G = (V, E') darge-
stellt werden kann. Die Knoten V' des Graphen entsprechen den Elementen und de Kanten
(u,v) € E beschreiben Beziehungen wie ,,u kommt vor +* oder ,u ist kleiner als v*. Ge-
sucht ist eine voll standige Ordnung(d.h. eine lineae Anordnung o@ér Nummerierung) der
Elemente V/, die mit der gegebenen Rdation (£) vertraglich ist. Diesen Vorgang rennt man
topol ogisches Sortieren.

Beispiel: Anziehen vonKleidungsgiicken

o Elemente: Hose, Mantel, Pull over, Socken, Schuhe, Unterhemd, Unterhose
e Rdationen:

— Unterhemd vor Pull over
— Unterhose vor Hose

— Pullover vor Mantel

— Hose vor Mantel

— Hose vor Schuhe

— Socken vor Schuhe

Die Veranschaulichung deser Beziehungen as sogenannter Rdationsgraph zeigt Abbil -
dung 63.

Einetopdogische Sortierung keschreibt nuneine gulti ge (sequentiell €) Folge der Kleidungs-
stiicke um sie anzuziehen, beispielsweise:

(Unterhose, Unterhemd, Hose, Pull over, Socken, Schuhe, Mantel)

Formal sei die topdogische Sortierung duch eine Abbildungord : V — 1,... ,nmit n =
|V| natiert. Das heif3t fur unser Beispiel: ord(Unterhase) = 1, ord(Unterhemd) = 2 usw.

Abbildung 63: Beispiel eines Rdationsgraphen
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Allgemein kann es aber durchaus mehrere gultige Ordnungen geben, so wirde in unserem
Beispiel auch die Ordnung(Unterhemd, Pull over, Socken, Unterhose, Hose, Schuhe, Mantel)
obige Beziehungen erfill en.

Lemma: Es gibt zumindest eine gulltige topdogische Ordnung wenn de Beziehungen zy-
klenfrei sind, d.h., der Rdationsgraph kreisfrel ist.

Bewelis: Dies kann man duch Indukion tber die Knotenanzahl zegen. Falls |[V| = 1,
dann existiert offensichtlich die topdogische Sortierung, in der dem einen Element u € V
ord(u) = 1 zugewiesen ist. Falls|V| > 1, so betrachtet man einen Knoten v mit d~(v) = 0
(Eingangsgrad O, d.h. ohre @ngehende Kanten) und cefiniert ord(v) = 1. Auf Grund der
Zyklenfreiheit mussein solcher Knoten immer existieren. Danadh entfernt man v, wodurch
ein um einen Knoten verkleinerter Graph entsteht. An dessen topdogische Sortierungwird
v vorne angefugt.

Aus diesem Prinzip ergibt sich auch urmittelbar ein grundsétzlicher Ansatz zum topdogi-
schen Sortieren:

1. Suche énenKnotenv € V mitd—(v) =0
2. Fuge v in der topdogischen Sortierungals nadhstes Element hinzu
3. Losche v mit alen inzidenten Kanten aus dem Graphen

4. Solange der Graph richt lee ist, gehe zu (1)

Es ist noch zu klaren, wie jeweils ein Knoten v € V mit d~(v) = 0 effizient gefunden
werden kann. Eine Mogli chkeit ware, bei einem beli ebigen Knoten zu beginnen undKanten
rickwarts zu verfolgen. Auf Grund der Zyklenfreiheit wirde man hiermit nadch spatestens
O(n) Schritten zu einem Knoten mit Eingangsgrad 0 kanmen.

Effizienter ist es jedoch, den jewells aktuellen Eingangsgrad zu jedem Knoten zu spei-
chern und auf dem aktuellen Stand zu halten. Dann genligt es, anstatt einen Knoten aus
G tatsadlich zu entfernen, die Eingangsgrade seiner direkten Nadhfolger zu verringern. Um
einen Knoten mit Eingangsgrad O schnell zu finden, verwalten wir die Menge dler Knoten
mit aktuellem Eingangsgrad 0. Hiermit ergibt sich folgender verfeinerter Losungsansatz, der
in Algorithmus 36 nach konkreter dargestellt i st.

1. Speicherefir jeden Knoten v € V' die Anzahl der noch nicht besuchten Vorganger in
inDegree|v]

2. Speichere dle Knaten v, fir die inDegree[v] = 0 gilt, in der Menge @ (z.B. imple-
mentiert als eine Queue)

3. @ enthat demnad alle Knoten, die ds nadchstes besucht werden dirfen.
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4. Nimmeinen Knoten « aus @, entferneihn aus ()
5. Speichere v in der topdogischen Sortierung als nachstes Element
6. Reduziere inDegreelv], fur ale (u,v) € E, um 1 undaktudisiere

7. Solange @ nicht lee ist gehe zu (4)

Algorithmus 36 Top-Sort(G, var ord)
1. Yv € V. inDegreelv] = 0;
2. fur alle (u,v) € E{

3 inDegree[v] = inDegree[v] + 1;

4 }

5 @ = {v €V | inDegree[v] = 0};

6. k=1;

7. solange @ ist nicht lee {

8 nimmersten Knatenuv aus @; Q = Q \ {u};
9 ord(u) =k;

10: =k+1;

11 fur aleKnotenv € N*(u) {

12 inDegree[v] = inDegree[v] — 1;
13 falls inDegree[v] == 0 dann {
14 Q=QuU{v};

15: }

16}

17 }

18 falls k #n+ 1 dann {

19 G ist nicht azyklisch undes existiert keine topdogische Sortierung
20 }

Dieser skizzierte Algorithmus zur topdogischen Sortierungist eine modifizierte Breitensu-
che. Bei der Breitensuche werden —im Gegensatz zur Tiefensuche — alle Nadfolger eines
Knotensimmer abgeabeitet, bevor deren weitere Nadhfolger verfolgt werden.

Laufzet

Sei n = |V| die Anzahl der Elemente und m = |F| die Anzahl der Beziehungen. Die
Initi ali sierung voninDegree und () bendtigt Laufzet ©(n+m). Die zentrale Schleife hat (im
erfolgreichen Fall) ©(n) Wiederholungen. Insgesamt wird darin jede Kante genau einmal
inspiziert, das entspredhende Aktualisieren von inDegree und () bendtigt nur eine konstante
zusatzliche Zeit pro Kante. Somit ist auch die Gesamtlaufzet des topdogischen Sortierens
O(n +m).



