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Machen Sie die folgenden Angaben bitte in deutlicher Blockschrift:

Nachname: Vorname:

Matrikelnummer: Studienkennzahl:

Anzahl abgegebener Zusatzblatter:

Legen Sie bitte Thren Studentenausweis vor sich auf das Pult.

Sie konnen die Losungen entweder direkt auf die Angabeblitter oder auf Zusatzblétter
schreiben, die Sie auf Wunsch von der Aufsicht erhalten. Es ist nicht zuléssig, eventuell
mitgebrachtes eigenes Papier zu verwenden.

Die Verwendung von Taschenrechnern, Mobiltelefonen, Skripten, Biichern, Mitschriften,
Ausarbeitungen oder vergleichbaren Hilfsmitteln ist unzuléssig.

Die Arbeitszeit betragt 55 Minuten.

Al: A2: A3: Summe:
Erreichbare Punkte: 15 18 17 50

Erreichte Punkte:

Viel Erfolg!



Aufgabe 1.A: Q/O/O-Notation (15 Punkte)

a) (b Punkte)
Gegeben sei die folgende Funktion:

nlog,n?, falls n eine 2er-Potenz ist
fin) =19, »
3n® —2n sonst

Beweisen oder widerlegen Sie:

Beachten Sie, dass fiir einen korrekten Beweis auch geeignete Werte fiir die Kon-
stanten ng, ¢; und ¢y angegeben werden miissen!

b) (6 Punkte)

Seien f(n), g(n) und h(n) Funktionen mit positivem Wertebereich. Sind die fol-
genden Aussagen wahr oder falsch?

\ Aussage \ wahr \ falsch ‘

f(n) = O(g(n)) ANh(n) = Q
f(n) =0(n-g(n)) = gn
f(n) = O(g(n)) v f(n) =

c¢) (4 Punkte)
Gegeben ist der folgende Algorithmus:

Algorithmus 1: WasBinlch(A, i)
Eingabe: Feld A[l,...n] mit n ganzen Zahlen, Feldindex i
1:m=u1;
2: fir j=i+1,i+2,...n{
3. falls A[j] < A[m] dann {
4: m=j;
o: }
6: }
7. Vertausche A[i] und A[m];
8: falls i < n dann {
9:  WasBinlIch(A4,i+ 1);
10: }
e Um welches konkrete aus der Vorlesung bekannte Verfahren handelt es sich
beim Algorithmus WasBinlIch?

e Geben Sie den Aufwand von WasBinlIch in Abhéingigkeit der Feldgrofie n
fiir den Worst- und den Best-Case in ©-Notation an.




Aufgabe 2.A: Optimierung (18 Punkte)

Gegeben ist eine endliche Menge M = {aq, as, ..., a,} C N sowie eine positive Konstante
K € N. Gesucht ist eine nicht leere Auswahl A C M von Elementen aus M, sodass
die Summe der ausgewéhlten Elemente moglichst nahe an K heran kommt und die
Kardinalitidt von A moglichst klein ist.

Analog zur zweiten Programmieraufgabe ist diese Aufgabenstellung mit Hilfe dynami-
scher Programmierung und einer (n'+1) % (z+1) Matrix m zu 16sen, wobei der Eintrag im
Feld m,; ; angibt, wieviele Elemente aus den ersten ¢ Elementen mindestens ausgewihlt
werden miissen, um in Summe j zu ergeben. Der Wert 2 gibt dabei die maximal ben&tig-
te Spaltenanzahl in der Matrix an. Des weiteren bezeichnet n’ = |M’| die Kardinalitét
einer Menge M’ C M all jener Elemente, fiir die a; < z gilt. Die Felder der Matrix
konnen wie folgt rekursiv berechnet werden:

Mmo,; = OO furjzl,,z
mio =0 firi=0,...,n
i=1 n'
M . — 9 e e 0y
—— {mln {mis1jma +1L,mic i}, 72> fiir { j =1 .
ij = . =1,...,
mMi—14, ] <a; ,
a; e M

Losen Sie diese Aufgabenstellung fiir die konkrete Konstante K = 7 und die Werte
M ={1,2,3,4,8,10,12,15,16,17}. Beantworten Sie dabei folgende Punkte:

e Erldutern Sie, wie 2z im allgemeinen Fall berechnet werden kann und geben Sie eine
gute Wahl fiir z im konkreten Fall an.

e Geben Sie die Menge M’ C M der tatsdchlich zu beriicksichtigenden Elemente
a; < z an.

e Losen Sie die Aufgabenstellung fiir Thr gewéhltes z und M’ und verwenden Sie dazu
die zur Verfiigung gestellte Matrix (die Initialisierung wurde schon entsprechend

vorgenommen). Beachten Sie dabei, dass nicht notwendiger Weise alle Zeilen und
Spalten bendtigt werden!

e Geben Sie eine optimale Losung an. Markieren Sie alle Felder der Matrix, die beim
Zuriickrechnen der konkreten Auswahl A von Relevanz sind.

1123|456 |7|8 |9 10|11 1213 |14 ] 15|16 |17
00 | 00 |00 | 00O |00 | 00|00 | 00|00 | 00| 00|00 |00 | 00| 00| 00|00
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Aufgabe 3.A: Minimale Spannende Bdume (MST) (17 Punkte)

a) (12 Punkte)

Fiir den Datentyp der dynamisch disjunkten Mengen (DDM, Union Find) benotigt
man ein Array father, das jedem Knoten v einen Vorgénger father|[v] zuweist, sowie
die Prozeduren makeset(v), findset(v) und union(v,w). Um die in der Vorle-
sung behandelte Verbesserung Vereinigung nach Hohe zu realisieren, braucht man
zusitzlich ein Array height, das zu jedem Knoten v die Hohe height|v] speichert.

Die Prozeduren makeset(v) und findset(v) sind dabei wie folgt implementiert:

Algorithmus 2: makeset(v) Algorithmus 3: findset(v)
1. father[v] = v; 1 h=wv;
2: height[v] = 0; 2: solange father[h] # h {
3:  h = father[hl;
4: }
5: retourniere h;

e Schreiben Sie detaillierten Pseudocode fiir die Prozedur union(v, w) (v und
w jeweils Reprasentant ihrer Menge), der die Verbesserung Vereinigung nach
Héhe realisiert.

e Fiir welchen aus der Vorlesung bekannten MST-Algorithmus ist die DDM-
Datenstruktur eine effiziente Moglichkeit, Kreise zu finden?

b) (5 Punkte)

Fiihren Sie in dem unten abgebildeten Graphen den Algorithmus von Kruskal zum
Finden eines minimalen Spannbaums durch (die Zahlen bei den Kanten bezeichnen
die jeweiligen Kantenkosten). Zeichnen Sie den Spannbaum direkt im Graphen ein
und notieren Sie die genaue Reihenfolge, in der die Kanten in den Baum aufge-
nommen wurden. Falls Sie einen Startknoten bendétigen, verwenden Sie dazu den
Knoten A.
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Machen Sie die folgenden Angaben bitte in deutlicher Blockschrift:

Nachname: Vorname:

Matrikelnummer: Studienkennzahl:

Anzahl abgegebener Zusatzblétter:

Legen Sie bitte Thren Studentenausweis vor sich auf das Pult.

Sie konnen die Losungen entweder direkt auf die Angabeblitter oder auf Zusatzblétter
schreiben, die Sie auf Wunsch von der Aufsicht erhalten. Es ist nicht zuléssig, eventuell
mitgebrachtes eigenes Papier zu verwenden.

Die Verwendung von Taschenrechnern, Mobiltelefonen, Skripten, Biichern, Mitschriften,
Ausarbeitungen oder vergleichbaren Hilfsmitteln ist unzuléssig.

Die Arbeitszeit betragt 55 Minuten.

Al: A2: A3: Summe:
Erreichbare Punkte: 15 18 17 50

Erreichte Punkte:

Viel Gliick!



Aufgabe 1.B: Q/0/6-Notation (15 Punkte)

a) (4 Punkte)
Gegeben ist der folgende Algorithmus:

Algorithmus 1: WasMachelch(A4, 1)

Eingabe: Feld A[l,...n] mit n ganzen Zahlen, Feldindex i
1: falls i = n dann {
Abbruch: fertig!

} .

m =i

cfirj=i+1,i+2,...n{

falls A[j] > A[m] dann {
m=j;

}

: }
10: Vertausche A[i] und A[m);

11: WasMachelch(A,i + 1);

o

e Um welches konkrete aus der Vorlesung bekannte Verfahren handelt es sich
beim Algorithmus WasMachelch?

e Geben Sie den Aufwand von WasMachelch in Abhéngigkeit der Feldgrofie
n fiir den Worst- und den Best-Case in O-Notation an.

b) (6 Punkte)

Seien f(n), g(n) und h(n) Funktionen mit positivem Wertebereich. Sind die fol-
genden Aussagen wahr oder falsch?

’ Aussage ‘ wahr ‘ falsch ‘
f(n) = O(g(n)/n) = g(n) = Q(f(n)/n)
g9(n) = Q(f(n)) A g(n) = O(h(n)) = h(n) = Q(f(n))
(f(n) = O(g(n)) A f(n) = Qg(n))) V f(n) # O(g(n))

¢) (5 Punkte)
Gegeben sei die folgende Funktion:

n?logsn?, falls n eine 3er-Potenz ist
fn) =19, 4
2n” —3n  sonst

Beweisen oder widerlegen Sie:
f(n) =6(n’)

Beachten Sie, dass fiir einen korrekten Beweis auch geeignete Werte fiir die Kon-
stanten ng, ¢; und ¢y angegeben werden miissen!



Aufgabe 2.B: Optimierung (18 Punkte)

Gegeben ist eine endliche Menge M = {aq, as, ..., a,} C N sowie eine positive Konstante
K € N. Gesucht ist eine nicht leere Auswahl A C M von Elementen aus M, sodass
die Summe der ausgewéhlten Elemente moglichst nahe an K heran kommt und die
Kardinalitidt von A moglichst klein ist.

Analog zur zweiten Programmieraufgabe ist diese Aufgabenstellung mit Hilfe dynami-
scher Programmierung und einer (n'+1) % (z+1) Matrix m zu 16sen, wobei der Eintrag im
Feld m,; ; angibt, wieviele Elemente aus den ersten ¢ Elementen mindestens ausgewihlt
werden miissen, um in Summe j zu ergeben. Der Wert 2 gibt dabei die maximal ben&tig-
te Spaltenanzahl in der Matrix an. Des weiteren bezeichnet n’ = |M’| die Kardinalitét
einer Menge M’ C M all jener Elemente, fiir die a; < z gilt. Die Felder der Matrix
konnen wie folgt rekursiv berechnet werden:

Mmo,; = OO furjzl,,z
mio =0 firi=0,...,n
i=1 n'
M . — 9 e e 0y
—— {mln {mis1jma +1L,mic i}, 72> fiir { j =1 .
ij = . =1,...,
mMi—14, ] <a; ,
a; e M

Losen Sie diese Aufgabenstellung fiir die konkrete Konstante K = 7 und die Werte
M ={1,2,3,4,8,10,12,15,16,17}. Beantworten Sie dabei folgende Punkte:

e Erldutern Sie, wie 2z im allgemeinen Fall berechnet werden kann und geben Sie eine
gute Wahl fiir z im konkreten Fall an.

e Geben Sie die Menge M’ C M der tatsdchlich zu beriicksichtigenden Elemente
a; < z an.

e Losen Sie die Aufgabenstellung fiir Thr gewéhltes z und M’ und verwenden Sie dazu
die zur Verfiigung gestellte Matrix (die Initialisierung wurde schon entsprechend

vorgenommen). Beachten Sie dabei, dass nicht notwendiger Weise alle Zeilen und
Spalten bendtigt werden!

e Geben Sie eine optimale Losung an. Markieren Sie alle Felder der Matrix, die beim
Zuriickrechnen der konkreten Auswahl A von Relevanz sind.

1123|456 |7|8 |9 10|11 1213 |14 ] 15|16 |17
00 | 00 |00 | 00O |00 | 00|00 | 00|00 | 00| 00|00 |00 | 00| 00| 00|00
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Aufgabe 3.B: Minimale Spannende Biume (MST) (17 Punkte)

a) (b Punkte)

Fiithren Sie in dem unten abgebildeten Graphen den Algorithmus von Prim zum
Finden eines minimalen Spannbaums durch (die Zahlen bei den Kanten bezeichnen
die jeweiligen Kantenkosten). Zeichnen Sie den Spannbaum direkt im Graphen ein
und notieren Sie die genaue Reihenfolge, in der die Kanten in den Baum aufge-
nommen wurden. Falls Sie einen Startknoten bendétigen, verwenden Sie dazu den
Knoten A.

b) (12 Punkte)

Fiir den Datentyp der dynamisch disjunkten Mengen (DDM, Union Find) benotigt
man ein Array father, das jedem Knoten v einen Vorgénger father[v] zuweist, sowie
die Prozeduren makeset(v), findset(v) und union(v, w).

Die Prozeduren makeset(v) und union(v,w) sind dabei wie folgt implementiert:

Algorithmus 2: makeset(v) Algorithmus 3: union(v, w)
1 father[v] = v; // uund v jeweils
// Représentant ihrer Menge
1 father[v] = w;

e Schreiben Sie detaillierten Pseudocode fiir die Prozedur findset(v), der die
Methode der Pfadverkiirzung realisiert.

e Fiir welchen aus der Vorlesung bekannten MST-Algorithmus ist die DDM-
Datenstruktur eine effiziente Moglichkeit, Kreise zu finden?



