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Kurzfassung

Graphen werden hiufig zur Visualisierung von komplexen Zusammenhiingen
zwischen verschiedenen Objekten verwendet. Das Gebiet des Graphenzeich-
nens beschiiftigt sich mit dem Problem, automatisch und effizient iibersichtli-
che grafische Darstellungen fiir Graphen zu konstruieren, sodass die komplexe
Struktur der zugrunde liegenden Informationen leicht erfassbar ist. Wir be-
fassen uns mit dem Knickminimierungsproblem in Kandinsky Zeichnungen
planarer Graphen, da die Ubersichtlichkeit solcher Zeichnungen zum GroB-
teil von der Anzahl der Knicke abhiéingt. Die Komplexitit dieses Problems ist
bis heute unbekannt. Wir fiihren einen neuen 2-Approximationsalgorithmus

(Cyclic-Shift Algorithmus) ein der in der Praxis sehr gute Ergebnisse liefert.
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Abstract

Graphs are widely used to visualize complex relations between objects. The
field of graph drawing addresses the problem of generating clear drawings for
graphs such that the underlying information is easy to conceive. In this work
we deal with the problem of minimizing the number of bends in Kandinsky
drawings of planar graphs, hence the clearity and readability of such drawings
depends mostly on the number of bends. The complexity of this problem is
yet unknown. We introduce a new 2-approximation algorithm (Cyclic-Shift

algorithm) that yields very good results in praxis.
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Kapitel 1
Einleitung

Graphen werden h&ufig zur Visualisierung von Zusammenhéngen zwischen
verschiedenen Objekten verwendet. Dabei werden die Objekte als Knoten
modelliert, die grafisch als einfache geometrische Zeichen dargestellt werden.
Besteht ein Zusammenhang zwischen zwei Objekten, werden die zugehorigen
Knoten im Graph mit einer Kante verbunden, die in der Zeichnung wieder-
um als Linien oder Bogen zwischen den zugehorigen graphischen Objekten
dargestellt werden.

Graph Zeichnungen kommen in den unterschiedlichsten Bereichen zum

FEinsatz:

e Mit Hilfe von PERT Diagrammen werden in der Netzplantechnik Ab-
héingigkeiten im zeitlichen Ablauf von Projekten dargetellt.

e In der Softwareentwicklung werden mittels UML-Diagrammen die Struk-

tur von Software Systemen visualisiert (Abb. 1.1).

e In der theoretischen Informatik werden Syntaxdiagramme zur Beschrei-

bung der Syntax von formalen Sprachen benutzt.

e Entity-Relationship Diagramme werden zur Modellierung von Daten-

banken eingesezt.

e Mit Hilfe von Feynman-Diagrammen (auch Feynman-Graphen) werden

in der Teilchenphysik Wechselwirkungen von Elementarteilchen grafisch
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dargestellt.

e Im VLSI-Design werden Graph Zeichnungen beim Entwurf hoch inte-

grierter Schaltungen eingesetzt.
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Abbildung 1.1: Dieses Klassendiagramm bietet einen Uberblick iiber die Pla-
narisation Methode von AGD.

Das Gebiet des Graphenzeichnens beschiiftigt sich mit dem Problem, au-
tomatisch und effizient iibersichtliche und schéne grafische Darstellungen fiir
Graphen zu konstruieren, sodass die komplexe Struktur der zugrunde lie-
genden Informationen leicht erfassbar ist und dadurch das Verstéindnis des
Sachverhaltes erleichtert wird. Es gibt jedoch keine beste Art einen Graphen
zu zeichnen. Je nach Anwendungsgebiet werden unterschiedliche Anforderun-
gen an die Zeichnung gestellt. Diese Anforderungen miissen spezifiziert und
formal beschrieben werden, um im Rahmen automatisierter Zeichenverfahren
effektiv eingesetzt werden zu kénnen. Dabei kann zwischen wesentlichen und
dsthetischen Forderungen unterschieden werden.

Bei den wesentlichen Anforderungen handelt es sich um gewisse Eigen-

schaften, die eine Zeichnung besitzen muss, um zuléssig zu sein. Diese Eigen-
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schaften konnen meist zu einem Modell zusammengefasst werden, die dann
die Kriterien fiir die Zugehorigkeit einer Zeichnung zu diesem Modell festle-

gen. Beispiele sind:

e Kanten werden als gerade Linien dargestellt (geradlinige Zeichnungen).

e Kanten werden als zusammenhéngende Folge von geraden Linien dar-

gestellt (Polyline Zeichnungen)

e Kanten werden als zusammenhéingende Folge von horizontalen und ver-

tikalen Linien dargestellt (orhogonale Zeichnungen).

e Kanten iiberkreuzen sich nicht, ausser an ihren gemeinsamen Endkno-

ten (kreuzungsfreie Zeichnungen).

e Knoten, Knicke und Kreuzungspunkte haben ganzzahlige Koordinaten

(Gitter Zeichnungen).

Die #sthetischen Anforderungen legen Kriterien fiir eine schone bzw.
iibersichtliche Zeichnung fest, die es so weit wie mdglich zu erfiillen gilt.

Beispiele sind:
e Anzahl von Knicken ist minimal.

e Die maximale Anzahl von Knicken auf einer Kante ist minimal.

e Anzahl von Kanteniiberkreuzungen ist minimal.

Gesamtfléiche der Zeichnung ist minimal.

Die Symmetrien des Graphen werden in der Zeichnung wiedergegeben.

Manche dieser Kriterien kénnen dabei in Widerspruch zueinander stehen.
Beispielsweise kann die Kreuzungsminimierung zu einem Anstieg in der An-
zahl der Knicke fiihren (siehe Abb. 1.2(a),(b)). Wird Orthogonalitéit voraus-
gesetzt, erhoht sich die (minimale) Anzahl der Knicke weiter (Abb. 1.2(c)).

Meistens entspricht die Einhaltung eines einzelnen Kriteriums schon einem
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1]

(@) (b) (€)

Abbildung 1.2: (a) Geradlinige Zeichnung, (b) kreuzungsfreie Zeichnung, (c)
orthogonale, knickminimale Zeichnung

NP-schwierigen Problem ([DT81], [GJ83], [GT95]). Daher miissen im allge-
meinen, je nach Anwendung und verwendetem Modell, Prioritidten gesetzt
werden.

Eines der wichtigsten und am h#ufigsten eingesetzten Modelle ist das
orthogonale Modell. Bei ER-Diagrammen, UML-Diagrammen, Schaltkreis-
entwiirfen und vielen anderen Anwendungen wird dieses Modell verwendet
(Abb. 1.1). Die Ubersichtlichkeit einer orthogonalen Zeichnung wird haupt-
séchlich von der Anzahl der Kanteniiberkreuzungen und Knicke beeinflusst,
die es daher zu minimieren gilt.

Wir befassen uns in dieser Arbeit mit dem Knickminimierungsproblem
bei orthogonalen Zeichnungen planarer Graphen. Eine Verallgemeinerung auf
nicht planare Graphen ist moglich, indem diese vorher planarisiert werden.

Das folgende zweite Kapitel bietet einen Uberblick iiber theoretische Grund-
lagen, die in den darauf folgenden Kapiteln benotigt werden. Im dritten Ka-
pitel wird der von Tamassia in [Tam87] eingefiihrte Netzwerk-Fluss basier-
te Polynomialzeit-Algorithmus zur Berechnung knickminimaler orthogonaler
Zeichnungen fiir planare Graphen mit Grad < 4 vorgestellt. Bei diesem Algo-
rithmus wird das Knickminimierungsproblem auf ein Min-Cost Flow (MCF)
Problem zuriickgefiihrt, wobei die planare Einbettung des Graphen beibehal-
ten wird (Knickminimierung iiber alle Einbettungen ist NP-schwer [GT95]).
Bei dem hier verwendeten orthogonalen Modell werden Knoten als Punkte

dargestellt, sodass Kanten hochstens an vier Stellen an einen Knoten ansetzen
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konnen. Daher konnen nur Graphen mit einem Grad < 4 in diesem Modell
gezeichnet werden. Das schrinkt das Anwendungsgebiet solcher Zeichnungen
erheblich ein.

In Kapitel 4 stellen wir das von Fofimeier und Kaufmann eingefiihrte
Kandinsky Modell vor, in dem auch Graphen mit hoherem Knotengrad or-
thogonal gezeichnet werden konnen. Durch eine Erweiterung des Ansatzes
von Tamassia wird das Knickminimierungsproblem im Kandinsky Modell
auf ein MCF Problem mit gewissen Nebenbedingungen zuriickgefiihrt. Es
stellt sich jedoch heraus, dass dieses Problem nicht ohne weiteres mit den
klassischen, Netzwerk-Fluss basierten Algorithmen gelost werden kann. Es
handelt sich dabei um ein spezielles Min-Cost Flow Problem, dessen Kople-
xitéit bisher unbekannt ist. In [BDDOO] fiihren Bertolazzi et.al. das Simple
Kandinsky Modell ein. Das Knickminimierugnsproblem in diesem vereinfach-
ten Modell kann auf ein gewohnliches MCF Problem zuriickgefiihrt und so
in polynomialer Zeit gelost werden.

In Kapitel 5 stellen wir zunéichst die bisherigen Ansétze zur Losung die-
ses Problems vor. In Abschn. 5.1 fassen wir den Féfimeier-Kaufmann Ansatz
kurz zusammen und gehen néher auf die Probleme ein, die bei der Anwen-
dung von klassischen MCF Algorithmen auf das KMCF Problem auftreten.
In Abschn. 5.2 stellen wir den von Eiglsperger in [Eig03] eingefiihrten Trans-
formationslagorithmus mit Giitegarantie 2 vor. In Abschn. 5.4 fithren wir
unseren neu entwickelten Cyclic-Shift Algorithmus ein, der ebenfalls den Ap-
proximationsfaktor 2 besitzt, in der Praxis jedoch viel bessere Ergebnisse lie-
fert. Ein Vergleich der beiden 2-Approximationsalgorithmen in Abschn. 5.5
bietet eine Erkldrung fiir den grossen Qualitéitsunterschied zwischen den Lo-
sungen dieser beiden Verfahern.

Kapitel 6 enthilt die Ergebnisse und Auswertungen unserer Tests. Dabei
haben wir unseren Cyclic-Shift Algorithmus, den Transformationsalgorith-
mus von Eiglsperger und den ebenfalls von Eiglsperger eingefiihrten modifi-
zierten sukzessiven Transformationsalgorithmus getestet und die Néherungs-
losungen dieser drei Algorithmen mit den exakten Losungen verglichen. Fiir
die Tests haben wir neben den Rome Graphen [DGLTTV95] zuséitzlich insge-

samt 14000 zufillig generierte, planare Graphen aus unterschiedlichen Klas-
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sen sowie 29 vollstindige Graphen verwendet.

In Kapitel 7 stellen wir eine Variation des Kandinsky Modells, das High
Degree Kandinsky Modell, vor und zeigen, dass das Knickminimierungspro-
blem in diesem Modell Fest-Parameter behandelbar ist. In Kapitel 8 bieten
wir eine Zusammenfassung und schliessen die Arbeit mit einem Ausblick auf

zukiinftige Forschungsmoglichkeiten ab.



Kapitel 2
Theoretische Grundlagen

In diesem Kapitel fithren wir zunéchst einige Grundbegriffe und Notationen
ein, die wir im weiteren benutzen werden. Fiir weitere Details zu den jewei-
ligen Themen sei auf [DETT99], [Har69], [AMO93] und [NW8S8] verwiesen.

2.1 Graphen

Definition 2.1 FEin Graph G = (V, E) besteht aus einer endlichen Menge
V =V (G) von Knoten und einer endlichen Menge E = E (G) von Kanten.
Jede Kante ist ein ungeordnetes Paar (u,v) von Knoten, das die Endknoten

u und v der Kante miteinander verbindet.

Ist (u,v) eine Kante in F, werden die Knoten u und v als adjazent oder
benachbart bezeichnet. Die Menge aller Knoten, die mit einem festen Kno-
ten v € V benachbart sind, wird als die Nachbarschaftsmenge N (v) von v
bezeichnet. Eine Kante e € E ist inzident mit einem Knoten v, wenn v ein
Endknoten von e ist. In diesem Fall ist auch v inzident mit e. Zwei unter-
schiedliche Kanten sind adjazent, wenn sie mit einem gemeinsamen Knoten
v inzident sind.

Der Grad deg(v) eines Knotens v ist die Anzahl der mit v inzidenten Kan-
ten. Der Minimalgrad eines Graphen G ist als § (G) = min {deg(v) : v € V},
der Mazimalgrad als A (G) = max {deg(v) : v € V'} definiert. Einen Graphen

mit Maximalgrad k bezeichnen wir als k-Graph.
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Eine Kante (v, v) wird als Schlinge bezeichnet. Kommt eine Kante mehr-
fach in E vor, wird sie als Mehrfachkante bezeichnet. Ein Graph ohne
Schlingen und Mehrfachkanten ist ein einfacher Graph.

Definition 2.2 Fin Kantenzug der Ldnge n ist eine Folge (vg, v, ..., 0y)
von Knoten, sodass e; = (v;_1,v;) € E ist; im Fall von vy = v, spricht
man von einem geschlossenen Kantenzug. Wenn die Kanten e; paarweise
verschieden sind, liegt ein Weg bzw. im Fall vg = v,, ein geschlossener Weg
vor. Falls auch die Knoten v; paarweise verschieden sind, wird der Weg als

Pfad bezeichnet. Ein Pfad ist ein Kreis, wenn vy = v, ist.
In jedem dieser Félle verwenden wir auch die Schreibweise (eq, ..., €,,).

Definition 2.3 FEin Graph G ist zusammenhdngend, wenn jedes Paar von
Knoten in G durch mindestens einen Pfad miteinander verbunden ist. An-

dernfalls ist er unzusammenhdngend.

Definition 2.4 Der Zusammenhang eines Graphen G ist die kleinste An-
zahl von Knoten, durch deren Entfernung der Graph unzusammenhdingend
wird. G heifit k-zusammenhdngend, wenn der Zusammenhang von G gleich
k ist.

Definition 2.5 FEin Baum ist ein zusammenhdngender Graph, der keine

Kreise enthdlt.

Definition 2.6 Fin Graph G mit n Knoten ist vollstandig und wird mit

K, bezeichnet, wenn jedes Paar von Knoten in G adjazent ist.

Definition 2.7 Fin Graph G ist serien-parallel, wenn er durch Verdoppe-
lung und/oder Unterteilung von Kanten rekursiv aus dem Graphen Ko erzeugt

werden kann.

Dabei ist die Verdoppelung einer Kante e = (u,v) € E das Hinzufiigen
einer parallelen Kante ¢/ = (u,v) in £ (Abb. 2.1, (a)—(b)). Die Untertei-
lung einer Kante (u,v) ist das Hinzufiigen eines neuen Knotens w in V' und

das Ersetzen von (u,v) durch die zwei Kanten (u,w) und (w,v) (Abb. 2.1,

(b)=(c)).
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Abbildung 2.1: Verdoppelung und Unterteilung von Kanten.

Definition 2.8 Ein gerichteter Graph G = (V, E) besteht aus einer end-
lichen Menge V- =V (G) von Knoten und einer endlichen Menge E = E (Q)
von Kanten, wobei jede Kante ein geordnetes Paar (u,v) von Knoten ist, das

den Anfangsknoten u mit dem Endknoten v verbindet.

Eine Kante e = (u,0) ist Ausgangskante von v und Eingangskante von
v. Mit Out(v) bezeichnen wir die Menge aller Ausgangskanten, mit In (v)
die Menge aller Eingangskanten eines Knotens v. Der Ausgangsgrad deg™ (v)
eines Knotens v ist die Anzahl der Ausgangskanten von v. Gleichermaflen ist
der Eingangsgrad deg™ (v) die Anzahl der Eingangskanten von v.

Die Begriffe Kantenzug, Weg und Pfad in einem gerichteten Graphen sind
genau so definiert, wie in Def. 2.2; mit dem einzigen Unterschied, dass es sich
hier um gerichtete Kanten e; = (v;_1, v;) € E handelt.

Wir gehen in dieser Arbeit davon aus, dass die zu zeichnenden Graphen
ungerichtet sind. Dies ist keine Einschréinkung, da bei gerichteten Graphen
der zugrunde liegende ungerichtete Graph betrachtet werden kann. Gerich-
tete Graphen kommen im weiteren nur in Form von Netzwerken vor (siehe
Abschn. 2.2).

Definition 2.9 FEine ebene FEinbettung P eines Graphen G = (E,V) ist
eine Funktion, die jedem Knoten v € V eindeutig einen Punkt T'(v) und je-
der Kante (u,v) € E eine stetige, offene Jordan-Kurve I' (u,v) mit den End-
punkten T' (u) und T (v) auf der zweidimensionalen Ebene zuordnet, sodass

sich zwei Kurven nicht schneiden, aufler an thren gemeinsamen Endpunkten.
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Ein Graph G ist planar, wenn er eine ebene Einbettung besitzt. Die Menge
(V) ={T(v) : v € V'} zusammen mit der MengeI" (E) = {T (u,v) : (u,v) € E}

wird als eine Zeichnung I' (G) von G bezeichnet.

Durch eine ebene Einbettung P ist fiir jeden Knoten v die zyklische Rei-
henfolge, in der die mit v inzidenten Kanten um diesen Knoten herum im
Uhrzeigersinn angeordnet sind, eindeutig festgelegt. Zudem unterteilt P die
zweidimensionale Ebene in topologisch zusammenhiingende Regionen, die als
Fldchen bezeichnet werden. Die eine unbegrenzte Fliche wird als Auffenfid-
che bezeichnet. Jede Fliche in einer ebenen Einbettung kann durch eine Liste

von Kanten reprisentiert werden, die diese Fliche begrenzen.

Definition 2.10 Sei G = (V, E, F) ein planarer Graph mit einer fizen, ebe-
nen Finbettung P, wobei ' die Menge der durch P festgelegten Flichen ist.
Die planare Reprdsentation von G ist eine Menge P von zyklischen Kan-
tenlisten P(f), jeweils eine Liste fiir jede Fliche f € F. Dabei enthdlt P(f)
die f begrenzenden Kanten, und zwar in der Reihenfolge, in der sie am Rand

von f gegen den Uhrzeigersinn angeordnet sind.

Vi

f2

Vo I Vu Vs

fa

fs

V3

Abbildung 2.2: Ein Beispiel fiir eine planare Einbettung. f3 ist die Aussen-
flsiche.

FEin Beispiel fiir eine planare Représentation ist in Tab. 2.1 gegeben. Man
beachte, dass jede Kante (u,v) genau zwei Mal in diesen Listen vorkommt,

da sie an zwei Flichen angrenzt. Sie wird aber von diesen zwei Flichen aus
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P(fl) = ((7}27'01)’ (,0177)3)7 (113,’02))
P(f2) = ((vi,v2), (v2,04), (va,v2), (v2,03), (v3,05), (vs,01))
P(fs)= ((v1,vs), (vs,v3), (v3, 1))

Tabelle 2.1: Die Planare Repriisentation des Graphen in Abb. 2.2

in unterschiedliche Richtungen durchlaufen. Im Zusammenhang mit plana-
ren Reprisentationen unterscheiden wir in diesem Sinne zwischen (u, ) und
(v,4) und betrachten sie als zwei unterschiedliche Ausrichtungen derselben
Kante.

Definition 2.11 Sei G = (V, E, F) ein planarer Graph mit einer fixen Fin-
bettung P. Fir jede ungerichtete Kante (u,v) € E mit den Endpunkten u und
v, bezeichnen wir die zwei moglichen Ausrichtungen (u,v) und (v, ) dieser
Kante als Richtungskanten. Wir definieren die Menge E der Richtungs-

kanten mit
E = {(0;0), (@) : (u,v) € EY}.

Es ist (u,0) € P(f) genau dann, wenn die Fliche f links von der Rich-
tungskante (u,0) liegt. In diesem Fall schreiben wir face(u, ) = f. Den (zy-
klischen) Nachfolger einer Richtungskante (u, v) in der Liste P ( f)bezeichnen

wir mit succy (u,?), ihren (zyklischen) Vorgéinger mit pred; (u,0).

Definition 2.12 Sei G = (V, E, F) ein planarer Graph mit einer fixen Fin-
bettung P und sei (u,v) € E. Wir bezeichnen die Richtungskante (v,1) als

—
u, U

die Umkehrung der Richtungskante (u,0) und schreiben

(u,0) = (v,1)

2.2 Fliisse in Netzwerken

Definition 2.13 Ein Min-Cost Flow (MCF) Netzwerk ist ein gerichte-
ter, zusammenhdangender Graph N' = (N, A), in dem mit jeder Kante a € A

eine untere Kapazitdtsgrenze lcap (a), eine obere Kapazititsgrenze ucap (a)
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und Kosten cost (a) assoziiert sind. Auflerdem ist mit jedem Knoten n € N

ein Bedarf b(n) assoziiert, sodass

> b(n)=0

neN

ist. Ein Knoten mit positivem Bedarf wird als Quelle, einer mit negativem
Bedarf als Senke bezeichnet. Einen Knoten, dessen Bedarf gleich Null ist,

bezeichnen wir als ausgeglichen.

Wenn nicht anders angegeben ist wird angenommen, dass fiir alle Kan-
ten a im Netzwerk lcap (a) = 0 ist. Fiir Netzwerkkanten verwenden wir die
Schreibweise (i, ) € A anstatt von <Z,—j>> € A, wenn es klar ist, dass es sich

um eine gerichtete Netzwerkkante handelt.

Definition 2.14 Ein Fluss auf einem Netzwerk N ist eine Funktion x, die
jeder Kante a € A eine positive Zahl x (a) zuordnet. Ein Fluss x auf N ist

giiltsg, wenn sie die folgenden zwei Bedingungen erfiillt:

lcap (a) < z (a) < ucap (a) Va e A (2.1)

> a(a) = D x(a) =b(n) Vn € N. (2.2)

a€Out(n) a€ln(n)

(2.1) wird als die Kapazititsbedingung, (2.2) als die Flusserhaltungsbedin-

gung bezeichnet.

Man kann sich den Fluss als eine Art Warentransport vorstellen: eine Wa-
re soll von den Quell-Knoten, die einen Uberschuss an Ware besitzen, iiber
die Kanten im Netzwerk an die Senken (Knoten mit Warendefizit) verteilt
werden. Die oberen Kapazititsgrenzen geben an, wieviele Einheiten hochs-
tens durch eine Kante transportiert werden diirfen. Offensichtlich sollte die
Warenmenge, die einen Quellknoten n verlésst, genau um b (n) grofler sein
als die Warenmenge, die den Knoten erreicht, da zusétzlich zu den Waren,

die den Knoten nur passieren, auch die iiberschiissige Ware abtransportiert
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werden muss. Entsprechendes gilt fiir die Senken und ausgeglichenen Knoten.
Dies wird durch die Flusserhaltungsbedingung an den Knoten sichergestellt.
Der Transport einer Wareneinheit iiber eine Kante a verursacht dabei cost (a)

Kosten. Die Kosten des gesamten Flusses x sind also durch

cost (x) = Z z (a) - cost (a)

acA

gegeben. Der Wert eines Flusses ist

Z Z z(a).

nEN:b(n)>0 acOut(n)

Definition 2.15 Das Problem, auf einem gegebenen Netzwerk N = (N, A)
einen gultigen Fluss x zu finden, sodass die Gesamtkosten cost (x) minimal
sind, wird als das Min-Cost Flow (MCF) Problem bezeichnet.

Es gibt effiziente Netzwerk-Fluss Algorithmen, die dieses Problem in po-
lynomialer Zeit 16sen konnen [AMO93]. Diese knnen in zwei Hauptgruppen
unterteilt werden: die sogenannten Feasible Flow Algorithmen und die Opti-
mal Infeasible Flow Algorithmen. Die ersteren beginnen mit einem giiltigen,

jedoch nicht optimalen Startfluss, berechnen iterativ neue, kostengiinstigere

Fliisse und terminieren, wenn der aktuelle Fluss optimal ist. Die Optimali-
tét des aktuellen Flusses wird dabei mit Hilfe gewisser Optimalitétskriterien
ermittelt. Die Optimal Infeasible Flow Algorithmen beginnen mit einem un-
giiltigen aber optimalen Startfluss und berechnen iterativ neue Fliisse, bis sie
einen giiltigen Fluss erreicht haben. Dabei bleibt die Optimalitéit des aktu-
ellen Flusses in jedem Iterationsschritt erhalten.

Sei nun NV = (N, A) ein MCF Netzwerk, 2/ der aktuelle Fluss in ei-
nem Zwischenschritt eines MCF Algorithmus und (7, j) € A eine Kante mit
dem Flusswert 2/ (i, j). Dann kénnen noch ucap (i, j) — 2’ (4, j) Einheiten von
i nach j iiber die Kante (i,j) gesendet werden. Auflerdem konnen bis zu
a' (i, j) Einheiten von j nach i iiber die Kante (i, j) gesendet werden, was
dem Aufheben des Flusses auf dieser Kante gleichkommt. Wéhrend das Sen-

den einer Einheit von 7 nach j iiber (7, ;) die Kosten um cost (¢, j) erhoht,
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reduziert das Senden einer Einheit von j nach i iiber (i,j) die Kosten um
cost (i, 7).

Unter Verwendung dieser Uberlegungen wird das Restnetzwerk beziig-
lich eines Flusses z’ wie folgt aufgebaut: Jede Kante (7, j) im Netzwerk N
wird durch die Kanten (7, j) und (j,7) ersetzt. Dabei hat die Kante (i, j) die
Kosten cost (4, j) und die Restkapazitét rcap (i, j) = ucap (i,7) — 2’ (4, j),
die Kante (j,7) die Kosten — cost (7, j) und die Restkapazitéit =’ (i, j). Das
Restnetzwerk N (z') besteht aus den Kanten des Netzwerkes, die beziiglich
des Flusses z’ eine positive Restkapazitiit besitzen.

Jeder Pfad P im Restnetzwerk N (2/) wird als ein augmentierender
Pfad beziiglich des Flusses 2’ bezeichnet. Die Restkapazitidt des Pfades P
ist durch

rcap (P) = (irnj)iélP [rcap (i, 7)] (2.3)

gegeben, die Kosten (auch Linge) des Pfades P durch

cost (P) = Z cost (7, 7) (2.4)

(i,5)€EP

Ein Pfad P von einem Knoten s zu einem Knoten ¢ mit minimalen Kosten

wird als ein kiirzester Pfad (shortest path) bezeichnet.

Definition 2.16 Das Problem, von einem gegebenen Knoten s je einen kiir-
zesten Pfad zu allen anderen Knoten im Netzwerk zu bestimmen, wird als
das Shortest Path Problem (Kiirzeste Wege Problem) bezeichnet. Einen
kiirzesten Pfad von einem Knoten s zu einem Knoten i bezeichnen wir mit
SP(s,1). Die kiirzeste Distanz d (i) eines Knotens i ist definiert als die

Kosten eines kiirzesten Pfades von s nach 1.

Dijkstra’s Algorithmus

Auf einem Netzwerk, in dem alle Kanten nicht-negative Kosten besitzen,
kann das Shortest Path Problem mit Dijkstra’s Algorithmus gelost werden.
Dieser Algorithmus berechnet fiir jeden Knoten i € N eine Distanzvariable

d (7) und einen Vorgéngerindex pred (i). Die Grundidee des Algorithmus ist
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es, von dem Knoten s ausgehend alle Knoten des Netzwerkes in der Reihe-
folge ihrer Distanz zu s durchzugehen und sie nacheinander permanent zu
markieren. Bei einem permanent markierten Knoten gibt die Distanzvariable
die kiirzeste Distanz des Knotens an. Bei einem nicht permanent markierten
Knoten entspricht sie einer oberen Grenze fiir seine kiirzeste Distanz.

Die kiirzesten Pfade von s zu allen anderen Knoten im Netzwerk bilden
einen gerichteten Baum mit der Wurzel s (Shortest Path Tree), in dem jeder
Knoten ¢ von s aus durch einen gerichteten Pfad SP(s,) erreicht werden
kann. Dieser Baum wird im Vektor pred festgehalten: fiir jeden Knoten ¢
kann der kiirzeste Pfad SP(s,7) mit Hilfe des Vektors pred zuriickverfolgt

werden.

Algorithmus 2.1 Dijkstra’s Algorithmus
Eingabe: Ein Netzwerk N = (N, A) und ein gegebener Knoten s aus N.
Awusgabe: Ein Vektor d, der die kiirzesten Distanzen von s zu allen an-
deren Knoten im Netzwerk angibt und ein Vektor pred, der fiir jeden Knoten

i seinen Vorgingerknoten auf dem kiirzesten Pfad von s nach i angibt.
D1 Initialisierung: d(s) =0 und d (i) = oo Vi € N\ {s}.

D2 (Wahl eines Knotens) Es wird ein nicht permanent markierter Knoten
1 mit der kleinsten Distanz ausgewdhlt und permanent markiert.
— Sind alle Knoten permanent markiert, terminiert der Algorithmus

und liefert d und pred zuriick.

D3 (Aktualisieren der Distanzen) Es werden alle Kanten (i,j) € Out (i)
durchgegangen: Ist d (i)+cost (i,7) < d(j), wirdd (j) = d (i)+cost (¢, j)
und pred (j) =i gesetzt.

In Abbildung 2.3 ist der Algorithmus auf einem Beispiel illustriert. Im
ersten Schritt des Algorithmus wird s gewihlt, da es die kleinste Distanz
besitzt, und den Knoten 1 und 2 werden jeweils die Distanzen 2 und 3 zuge-
wiesen (Abb. 2.3, links). In den folgenden Schritten werden die Knoten 1,2
und 3 gewiihlt und die entsprechenden Aktualisierungen durchgefiihrt. Am
Ende ist der gestrichelt markierte Pfad (s, 1,2,3) mit Kosten 4 der kiirzeste

Pfad von s nach 3.
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N c > '1,/'@\\6’ "l//( 4
ds)=0 .~ ds)=0 Ny ds)=0

0
\&\ & Y 2 3 } 7 dR)=4

Abbildung 2.3: Berechnung der kiirzesten Pfade von s zu allen anderen Kno-
ten im Netzwerk mittels Dijkstra’s Algorithmus.

d@2)=2

Satz 1 [AMO93] (Kiirzeste Wege Optimalitditskriterien)

Fine Menge von Distanzvariablen d (i) definiert kiirzeste Distanzen von ei-
nem gegebenen Knoten s zu allen anderen Knoten im Netzwerk N' = (N, A),
genau dann, wenn sie Distanzen von s ausgehender Pfade reprisentiert und

die folgenden Kiirzeste Wege Optimalititskriterien erfiillt:
d(j) <d(i)+ cost(i,j) V(i,j)€A (2.5)

Es kann leicht nachvollzogen werden, dass fiir jede Kante (7, ), die auf
einem kiirzesten Pfad liegt, d (j) = d (i) + cost (4,7) ist.

Definition 2.17 Es sei mit jedem Knoten i € N eine Zahl 7 (i) assoziiert,

die als das Knotenpotential von i bezeichnet wird. Die reduzierten Kos-

ten einer Kante (i,j) in Bezug auf die Knotenpotentiale m sind wie folgt
definiert:

cost™ (i,7) = cost (i,7) — w (i) + 7 (§) . (2.6)

Durch die Einfiithrung der reduzierten Kosten wird es unter anderem mog-

lich, das folgende Kriterium fiir die Optimalitét eines Flusses zu formulieren:

Satz 2 [AMOY3] (Reduzierte Kosten Optimalititskriterien)
FEin giiltiger Fluss x* auf einem MCF Netzwerk N ist eine optimale Losung
des Min-Cost Flow Problems, genau dann, wenn er in Bezug auf gewisse Kno-

tenpotentiale w die folgenden Reduzierte Kosten Optimalititskriterien erfiillt:

cost™ (i,7) > 0  fir jede Kante (i,j) im Restnetzwerk N (z*).  (2.7)
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Bei der Einhaltung dieser Kriterien spielen die folgenden zwei Lemmata

eine wichtige Rolle.

Lemma 2.1 [AMOY3] Sei x ein Fluss auf N, der die Reduzierte Kosten
Optimalitdtskriterien in Bezug auf gewisse Knotenpotentiale 7 erfillt. Sei d
ewn Vektor, der die kiirzesten Distanzen von einem Knoten s zu allen an-
deren Knoten im Restnetzwerk N (x) beziiglich der reduzierten Kosten cost™

reprasentiert. Dann gilt:

(a) x erfillt die Reduzierte Kosten Optimalitditskriterien auch in Bezug auf

die Knotenpotentiale 7’ = m — d.

(b) Die reduzierten Kosten cost™ (i,j) sind gleich Null fiir alle Kanten
(i,7), die auf einem kiirzesten Pfad von s zu einem anderen Knoten

im Netzwerk liegen.

Lemma 2.2 Sei x ein Fluss, der die Reduzierte Kosten Optimalitdtskriteri-
en erfillt und sei x' ein Fluss, der von x durch Augmentierung des Flusses
entlang eines kiirzesten Pfades von s zu einem anderen Knoten i erhalten

wird. Dann erfillt auch x' die Reduzierte Kosten Optimalitatskriterien.

Der Successive Shortest Path Algorithmus

Der Successive Shortest Path Algorithmus (SSP) beginnt mit einem 0-Fluss,
der die Flusserhaltungsbedingung an Quellen und Senken verletzt und ver-
sucht durch suksezzive Augmentierungen des Flusses entlang kiirzester Pfade
einen giiltigen Fluss zu erzielen. Die Optimalitéit des Flusses wird in jedem
Schritt des SSP durch die Einhaltung der Reduzierte Kosten Optimalitéits-
kriterien (Def. 2) gewéhrleistet. Anstatt der tatséchlichen Kosten cost (i, )
arbeitet SSP mit den sogenannten reduzierten Kosten cost™ (7, j) einer Kante

(i,7) (Def. 2.17).

Algorithmus 2.2 Der Successive Shortest Path Algorithmus (SSP)
Eingabe: Ein MCF Netzwerk N'= (N, A).

Ausgabe: Ein giiltiger Fluss x auf N* mit minimalen Kosten cost (x).
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SSP1

SSP2

SSP3

SSP

SSP5

SSP6

Initialisierung: x := 0 und 7 := 0.

— Der Startfluss 2° erfiillt somit die Kapazititsbedingung und die
Reduzierte Kosten Optimalitdatskriterien beztiglich der Knotenpotentiale
7, da cost™ (i,7) = cost (i,7) > 0 fiir alle Kanten (i,7) in N'= N (z2°)

18t.

Es wird ein Knoten s mit b(s) > 0 und ein Knoten t mit b(t) < 0 im
Restnetzwerk ausgewdhlt.

— Ist b(n) =0 Vn € N, terminiert der Algorithmus mit einer opti-
malen Lésung des MCF Problems.

FEs werden die kiirzesten Distanzen d (j) und kiirzesten Pfade SP(s, j)
von s zu allen anderen Knoten j im Restnetzwerk beziiglich der redu-
zierten Kosten cost™ berechnet.

— Da alle reduzierten Kosten nicht negativ sind, kann dazu Dijkstra’s

Algorithmus benutzt werden.
Die Knotenpotentiale werden aktualisiert: m := 1 — d.

Der Fluss wird entlang eines kiirzesten Pfades P = SP(s,t) von s nach
t im Restnetzwerk um § = min [b(s),—b(t),rcap (P)] Einheiten aug-
mentiert.

— Jede Kante (i,j) € P hat die reduzierten Kosten Null (Lem-
ma 2.1(b)). Somit hat jede (evtl. neue) Kante (j,i) im Restnetzwerk

ebenfalls die reduzierten kosten Null.

Die reduzierten Kosten cost™ und das Restnetzwerk werden aktualisiert.
Der Bedarf der Knoten s und t wird aktualisiert: b (s) :=b(s) — § und
b(t) :=b(t)+ 6. Weiter zu Schritt SSP2.

— Aufgrund von Lemma 2.1(a) und Lemma 2.2 erfillt der neue Fluss
x die Reduzierte Kosten Optimalitdtskriterien in Bezug auf die aktua-

listerten Knotenpotentiale .
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Abbildung 2.4: (a) Das Startnetzwerk mit 2 = 0 und 7 = 0; (b) Netzwerk
nach Aktualisierung der Knotenpotentiale 7 und der reduzierten Kosten;
(c) Netzwerk nach der Augmentierung von 2 Einheiten entlang des Pfades
(s,1,2,t); (d) Netzwerk nach erneuter Aktualisierung; (e) Netzwerk nach der
Augmentierung von 2 Einheiten entlang des Pfades (s,1,t).
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2.3 Lineare Programmierung

Definition 2.18 Ein Lineares Programm (LP) ist ein Optimierungspro-
blem, in der es gilt, einen Vektor (xy, ..., z,) € R"™ zu finden, die eine gegebene
lineare Zielfunktion

z(z) =c'x (2.8)

minimiert (bzw. maximiert) und die linearen Nebenbedingungen

Az

IA
SH

(2.9)
(2.10)

Y
o

T

erfillt.

Dabei ist A € R™*", b € R™ und ¢ € R". Lineare Programme kénnen in
polynomialer Zeit gelost werden, z.B. mit Hilfe der Ellipsoid Methode [PS82].
Man beachte, dass eine lineare Ungleichung der Form a’z > ¥ auch als
—a’z < b geschrieben werden kann. Eine lineare Gleichung a’z = ¢’ kann

T

durch die zwei Ungleichungen a2z > o und —a®’x > —U' ersetzt werden.

Daher konnen wir uns ohne Beschrinkung der Allgemeinheit auf lienare Ne-

benbedingungen wie in Gl. 2.9 beschrinken.

Definition 2.19 Fin Ganzzahliges Lineares Programm (ILP) ist ein

LP, in dem zusdtzlich die Ganzzahligkeit der Variablen gefordert wird:

min ¢’z

sodass

Az b
z > 0

IN

x ganzzahlig

Aufgrund der zusitzlichen Ganzzahligkeitsbedingung wird das ILP zu
einem NP-schweren Problem [GJ79].
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Definition 2.20 Fine ganzzahlige quadratische Matrix wird als unimodu-
lar bezeichnet, wenn ihre Determinante den Wert 1 oder —1 hat. Eine ganz-
zahlige Matriz A wird als total unimodular bezeichnet, wenn jede quadra-

tische, requldre Teilmatriz von A unimodular ist.

Liasst man bei einem ILP die Ganzzahligkeitsbedingung weg, erhélt man
die LP-Relaxierung des ILPs. Ist die Koeffizientenmatrix A eines ILPs
total unimodular und ist b ganzzahlig, dann ist jede optimale Basislosung
der LP-Relaxierung automatisch ganzzahlig [PS82]. In dem Fall kann eine
ganzzahlige optimale Losung fiir das ILP in polynomialer Zeit berechnet
werden.

Formuliert man das Min-Cost Flow Problem als ganzzahliges Lineares
Programm, dann ist die Koeffizientenmatrix A dieses ILPs total unimodular.
Sind zudem alle unteren und oberen Kapazititsgrenzen ganzzahlig, hat das
MCF Problem immer eine ganzzahlige optimale Losung, die in polynomialer

Zeit berechnet werden kann.



Kapitel 3
Orthogonale Zeichnungen

Eine orthogonale Zeichnung eines planaren Graphen G ist eine Zeichnung, in
der jeder Knoten als ein Punkt und jede Kante als eine alternierende Folge
von horizontalen und vertikalen Liniensegmenten dargestellt wird, wobei zwei
Kanten sich nur an ihren gemeinsamen Endpunkten schneiden. Die Punkte,
an denen eine Kante ihre Richtung &ndert, werden als Knicke bezeichnet.
Je weniger Knicke eine orthogonale Zeichnung enthélt, desto iibersichtlicher
ist sie. In Abb. 3.1(b) und (c) sind zwei orthogonale Zeichnungen desselben
planaren Graphen mit jeweils 7 und 3 Knicken zu sehen. Man beachte, dass
ein Graph G nur dann orthogonal gezeichnet werden kann, wenn A (G) < 4
ist, da in einer orthogonalen Zeichnung eine Kante hochstens an vier Punkten

an einen Knoten ansetzen kann.

[ ]

(@) (b) (©)

Abbildung 3.1: Zwei orthogonale Zeichungen eines planaren Graphen (a):
eines hat 7 Knicke (b), das andere 3 Knicke (c).

In diesem Kapitel wird zunichst die Orthogonale Reprisentation defi-

22
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niert, die eine formale Beschreibung orthogonaler Zeichnungen ermoglicht.
Danach wird ein Netzwerk-Fluss basierter Algorithmus [Tam87] zur Berech-
nung von knickminimalen orthogonalen Zeichnungen planarer 4-Graphen vor-
gestellt, wobei die gegebene Einbettung des Graphen beibehalten wird. Das
Problem, eine knickminimale Zeichnung iiber alle Einbettungen zu finden,
ist NP-vollstéindig [GT95].

3.1 Die Orthogonale Reprisentation

Die orthogonale Reprisentation erhélt man durch eine Erweiterung der pla-
naren Reprisentation. Dabei wird zu jeder Richtungskante angegeben, wel-
chen Winkel sie mit ihrem Nachfolger an ihrem Zielknoten formt und welche
Knicke auf der linken Fliche entlang dieser Kante auftreten.

Aus Griinden der Ubersichtlichkeit werden wir im folgenden die Rich-
tungskanten (u, ) mit (u,v) angeben. Man beachte, dass es weiterhin ge-
ordnete Paare von Knoten sind. Da bei Richtungskanten explizit angegeben
wird, dass es sich um solche handelt, sollten Verwechslungen ausgeschlossen

sein.

Definition 3.1 FEine orthogonale Reprisentation (auch orthogonale Dar-
stellung) eines 4-planaren Graphen G = (V, E| F) ist eine Menge H von Fli-
chenbeschreibenden, zyklischen Listen H (f), jeweils eine fiir jede Fldche f €
F'. Jedes Element r(,. einer solchen Liste ist ein Tripel ((u, V) 5 S(uw)s oz(uﬂ,)),

das wie folgt definiert ist:

o (u,v) ist eine Richtungskante aus E.

® 5(,.) 18t eine Bitfolge, die beschreibt, welche Knicke entlang der Rich-
tungskante (u,v) auftreten: das k-te Bit entspricht dem k-ten Knick auf
der linken Seite von (u,v). Dabei bezeichnet eine 0 einen 90°-Knick und

eine 1 einen 270°-Knick. Fine leere Folge beschreibt eine gerade Kante.

o Die Zahl oy ist eine ganze Zahl aus der Menge {90,180, 270,360}
und beschreibt den Winkel, den die Richtungskanten (u,v) und (v, w) =
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succy (u,v) in der Fliche f formen (dabei ist r(,.) der Nachfolger von
T(uw) i1 der zyklischen Liste H (f)).

In Tabelle 3.1 ist ein Beispiel fiir eine orthogonale Reprisentation gege-
ben.

f1 Vg Vs

fs

Abbildung 3.2: Eine orthogonale Zeichnung des planaren Graphen in Abb.
2.2

H (fl) - (((UQ’ Ul) €5 90) ) ((01703) 0, 90) ) ((0371}2) €5 90))

H(fs) = (((v1,v9),e,180), ((va,v4),10,360), ((v4,vs),10,90),
((ve,v3),€,180), ((vs,vs),00,180), ((vs,v1),00,90))

H (fg) = (((Ul, 1)5) 5 1]., 180) 5 ((’057 U3) s 11, 90) y ((Ug, Ul) 5 17 180))

Tabelle 3.1: Die Orthogonale Darstellung der Zeichnung in Abb. 3.2

Natiirlich reprisentiert nicht jede derartige Menge von zyklischen Listen
eine orthogonale Zeichnung. Es kann mit Hilfe elementarer Geometrie gezeigt

werden, dass die folgende Aussage giiltig ist:

Kriterium 3.1 FEine Menge H von zyklischen Listen ist eine giiltige ortho-
gonale Darstellung einer orthogonalen Zeichnung eines planaren 4-Graphen

G = (V,E,F), genau dann, wenn sie die folgenden Kriterien erfiillt:

(Kr1) G besitzt eine planare Reprisentation, die durch die (u,v)-Felder der
Listen in 'H gegeben ist.
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(Kr2) Fiir jedes Paar von Elementen T(uw) Und 7wy m H, erhdlt man die

But-Folge s(,,) durch die bitweise Negierung der Umkehrung von S(,y)-

Kr3) Wir definieren fiir jedes Element r, ., in H die Rotation p(u,v) wie
(u,0)
folgt:

p(1,0) = [3(0 g = [0, + (2= Zo2) (3.1)

wobes ‘s(u,v) ‘0 die Anzahl der Nullen und ‘s(u,v) ‘1 die Anzahl der Einsen

im String s 1st. Dann gilt:

+4 f Innenfldche
Z plu,v) = { —4 f AufSenfldache (3.2)
T(u,v)EH(f)

fiir alle Fldachen f € F.

(Kr4) Fiir jeden Knoten v € V ist die Summe der Winkel um v herum, die
durch die a-Felder in H gegeben ist, gleich 360°.

Die 2. Bedingung (Kr2) gewihrleistet, dass die Knicke auf einer Kante
(u,v) in den zwei Bitfolgen s(,,,) und s, ) konsistent beschrieben werden.
Die 3. Bedingung (Kr3) stellt sicher, dass jede durch H beschriebene

Fliche ein geradliniges Polygon ist. Das folgt aus dem folgenden Lemma:

Lemma 3.1 Die Summe der Winkel innerhalb eines Polygons betragt (2p — 4)-
90°, die Summe der Winkel auflerhalb eines polygons (2p + 4)90°, wobei p
die Anzahl der Winkel ist.

Dabei ist zu beachten, dass es bei orthogonalen Zeichnungen zwei Arten

von Winkeln gibt: Knotenwinkel und Knickwinkel. Daher ist

p=1f1+ D S (3.3)

T(u,v) eH(f)

wobei |f| = |H (f)| der Anzahl der Knotenwinkel in f entspricht und [s,y)|
die Lange der Bitfolge s, ) und somit die Anzahl der Knicke angibt.
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Man beachte, dass eine orthogonale Repréisentation nur die Form einer
Zeichnung beschreibt: zwei unterschiedliche Zeichnungen, die aufgrund ih-
rer dquivalenten Form die gleiche orthogonale Darstellung besitzen, miissen
nicht unbedingt die gleichen Lingen von Kantensegmenten oder die gleiche
Reihenfolge der Kantenknicke aufweisen. Sie haben aber die gleichen Winkel
in jedem Knoten und die gleiche Anzahl von Knicken. Dabei ist die Anzahl

der Knicke in einer orthogonalen Darstellung H von G = (V, E, F') durch

bends (H) = %Z Z |S )| (3.4)

fer r(u,v)eH(f)

gegeben. Da jede Kante in F genau zwei Mal in ‘'H vorkommt, werden in
dieser Summe die Knicke auf jeder Kante doppelt gezihlt; daher wird die

Hilfte der Gesamtsumme genommen.

3.2 Tamassia’s

Knickminimierungsalgorithmus

In dem von Tamassia in [Tam87] vorgestellten Algorithmus werden erstmals
Min-Cost Flow Algorithmen (Abschn. 2.2) zur Berechnung knickminimaler
orthogonaler Darstellungen verwendet. Ausgehend von der gegebenen plana-
ren Darstellung P eines 4-Graphen G wird ein Netzwerk N7 (P) aufgestellt,
sodass aus einem kostenminimalen Fluss auf A’ (P), eine regionerhaltende,

knickminimale orthogonale Darstellung fiir G abgeleitet werden kann.

3.2.1 Das Tamassia Netzwerk

Sei im folgenden G = (V, E, F) ein planarer 4-Graph mit gegebener Ein-
bettung P. Bei der Aufstellung des Netzwerkes N7 (P) = (N7, AT) wird
zunichst fiir jeden Knoten in V' und fiir jede Fliche in F' jeweils ein Knoten

in das Netzwerk eingefiihrt:

NT = Ny U Ng
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wobel

e Ny={n,|veV} bn,) =4—deg(v) Vn, € Ny

_ ) = (fI—=4) f Innenfliiche
o Np={ns| feF} bny) = { C(f144) f AuBenfliche

Die Kanten des Netzwerkes sind wie folgt zusammengesetzt:
AT = Ayp U App
wobei

d AVF = {az‘:fj = (nvanf) | f = face (U,U), (U,’U) S E}
lcap(a) = 0, ucap(a) =3, cost(a) =0 Va € Ayp

o App=A{all = (nsng) | [f="face(u,v),
g:face(v,u), (u,v),(v,u) EE}
lcap(a) = 0, lcap(a) = 0o, cost(a) =1 Va € App

Um die Formulierungen zu vereinfachen werden wir im folgenden die Kno-
ten in Ny als Knoten und die Knoten in Ny als Fldchen bezeichnen. Weiters
bezeichnen wir Kanten aus App (bzw. Ayp) als f — f Kanten (bzw. v — f
Kanten). In den folgenden Abbildungen sind Knoten durch Quadrate, Fld-
chen durch Kreise dargestellt.

Die Transformation eines Flusses z auf N7 (P) in eine orthogonale Dar-

stellung H erfolgt auf der Basis folgender Uberlegungen:

1. Jede Flusseinheit im Netzwerk repréisentiert einen Winkel von 90°:

VF
u,v

den Winkel, den die Richtungskante (u,v) und ihr Nachfolger auf
der Fliache f formen. Dieser ist gegeben durch (a: (aq‘f’ r ) + 1) -90°
(Abb. 77?).

e Der Fluss auf einer Kante a, ) = (n,,ns) € Ayp reprisentiert

FF

e Der Fluss auf einer Kante a,

= (ns,ny) € App représentiert

die Anzahl der konvexen Knicke in der Fliche f, die entlang der
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Richtungskante (u,v) auftreten. Jede Einheit, die von ny nach n,
flieft, formt einen 90°-Knick auf der Fliche f (Abb. 3.4). Man
beachte, dass dabei zugleich ein konkaver Knick auf der gegen-

iiberliegenden Fliche g geformt wird.

Nt

ny ny

Abbildung 3.3: Der Fluss von einem Knoten in eine Fldche beschreibt den
Winkel, der an dem entsprechenden Knoten in dieser Fliche geformt wird.

Abbildung 3.4: Der Fluss von einer Fldiche in eine benachbarte Fldche formt
einen konvexen Knick auf der Ausgangsfléiche.

2. Die Flusserhaltungsbedingung an den Knoten n, € Ny entspricht der
Bedingung Kr4 (Kriterium 3.1) und stellt somit sicher, dass die Summe
aller Winkel um v € V' gleich 360° betrégt:

> (z(aff)+1)-90

(u,v)€In(v)

= | deg(v) + Z x(a}ff) -90

(u,v)€In(v)
= (deg(v) +4 —deg(v))-90
= 360
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3. Durch die Flusserhaltung an den Knoten ny € Np ist gewihrleistet,
dass jede Flidche als ein geradliniges Polygon dargestellt wird (Kr3,
Kriterium 3.1): Die Summe der Winkel innerhalb einer Innenfléiche f

ergibt sich aus dem Fluss durch

Z ((z (alf) +1) 90+ z (aff) - 90 + z (al]) - 270)..
r(u,0)EH(f)

Diese Summe muss gleich (2p — 4) - 90 ergeben. Lisst man zur Ver-
einfachung den 90°— Faktor weg, erhélt man unter Verwendung der
Gleichung 3.3 (S. 25)

1+ D () + (o)) +3-2 (a)))
r(u,w)EH(f)

= [+ D (w(ay) +a(al)) - (aly))
r(u,0)EH(f)

200 () b ()

r(u,w)EH(f)

= fI+0f-9+2- > (sl
r(u,v)EH(f)
= 2p—4

4. Die Kosten des Flusses z sind gleich der Anzahl der Knicke in H:

Z z(a) = Z z(ahl) = Z ‘s(u,v)lozbendS(H)

a€AFF (uw)EE (uw)EE

Man beachte, dass die Summe der konvexen Knicke iiber alle Rich-
tungskanten die Anzahl aller Knicke ergibt. Die konkaven Knicke auf
einer Richtungskante (u,v) € E entsprechen konvexen Knicken auf der

Richtungskante (v, u) € £ und sind als solche in der Summe enthalten.

Es kann nun gezeigt werden, dass fiir eine auf diese Weise definierte Be-

ziehung zwischen Fluss und Darstellung, folgendes gilt:

Lemma 3.2 [Tam87] Fiir jede orthogonale Darstellung H von G gibt es
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einen ganzzahligen Fluss x auf N1 (P), dessen Kosten gleich der Anzahl
der Knicke in H ist.

Lemma 3.3 [Tam87] Fiir jeden ganzzahligen Fluss x auf N (P), gibt es
eine entsprechende orthogonale Darstellung 'H, dessen Anzahl der Knicke
gleich den Kosten des Flusses x ist. Weiters kann diese Darstellung aus dem

Fluss x wie folgt abgeleitet werden:

o Fiir jedes (u,v) € E:

Q) = (2(ayy) +1) - 90 (3.5)

e Fiir jedes Paar (u,v), (v,u) € E:

Suw) = 1o(as) gelais)
Swu) = 12(ed®) gr(e)

Die folgende, grundlegende Aussage folgt direkt aus diesen zwei Lemmata
und der Tatsache, dass auf einem Netzwerk mit ganzzahligen Kapazitéiten ein

kostenminimaler ganzzahliger Fluss existiert [AMO93]:

Satz 3 [Tam87] Die minimale Anzahl von Knicken in einer orthogonalen
Darstellung von G, ist gleich den minimalen Kosten eines giiltigen Flusses
auf NT (P). Weiters kann jede knickminimale orthogonale Darstellung H von

G, aus einem optimalen Fluss auf N (P) abgeleitet werden.

Somit ist die Berechnung einer knickminimalen orthogonalen Zeichnung
auf die Berechnung eines Min-Cost Flows zuriickgefiihrt worden, was unter
anderem eine polynomiale Laufzeit ermoglicht.

Der Netzwerk-Fluss basierte Ansatz bietet aulerdem viele Erweiterungs-
moglichkeiten. Zusétzliche Anforderungen an die Zeichnung kénnen mit Hilfe
entsprechender Nebenbedingungen an den Fluss oder entsprechender Modi-

fikationen im Netzwerk realisiert werden.



Kapitel 4
Kandinsky Zeichnungen

In [FK96] stellen FoBmeier und Kaufmann das Kandinsky Modell vor, in
dem auch Graphen mit hoherem Knotengrad orthogonal gezeichnet werden
konnen. In diesem Modell werden Knoten als Quadrate gleicher Grofle darge-
stellt, die auf die Eckpunkte eines Knoten-Gitters platziert werden. Die Kan-
ten setzen sich aus vertikalen und horizontalen Liniensegmenten zusammen,
die entlang der Linien eines feineren Kanten-Gitters verlaufen (Abb. 4.1).
Dadurch kénnen mehrere Kanten von derselben Seite eines Knotens ausge-
hen. Das Kanten-Gitter ist fein genug, sodass die maximale Anzahl von Kan-

ten, die inzident zu derselben Seite eines Knotens sind, darauf Platz finden.

Kantengitter \

Knotengitter *\

Gitterfreier Bereich ———

Abbildung 4.1: Knoten- und Kantengitter im Kandinsky Modell

31
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Die Winkel zwischen zwei aufeinanderfolgenden Kanten, die an derselben

Seite eines Knotens ansetzen, betrachten wir als 0°-Winkel (sieche Abb. 4.2) .

90°

Abbildung 4.2: 0°-Winkel zwischen zwei parallel verlaufenden Kantensegmen-
ten

Zeichnungen im Kandinsky Modell haben noch die zusétzliche Einschréin-
kung, dass sie keine leeren Fléichen enthalten diirfen (Abb. 4.3). Eine Fléche
wird dabei als nicht leer bezeichnet, wenn sie einen Teil der gitterfreien Be-
reiche beinhaltet (Abb. 4.1).

Abbildung 4.3: Eine leere Fliche.

Eine Kandinsky Zeichnung ist demnach durch folgende Eigenschaften ge-

kennzeichnet:
(E1) Die Knoten sind auf den Gitterpunkten des Knotengitters platziert.

(E2) Jedes Kantensegment verlduft entlang der Gitterlinien des Kantengit-

ters.



KAPITEL 4. KANDINSKY ZEICHNUNGEN 33

(E3) Knoten und Kanten schneiden sich nicht, aufier Kanten mit ihren End-

knoten.
(E4) Die Zeichnung enthélt keine leeren Flichen.

Nun gilt es, diese Eigenschaften so zu formulieren, dass sie algorithmisch
erfasst und von einem automatisierten Zeichenverfahren realisiert werden

konnen.

4.1 Die Kandinsky Repréasentation

Die Kandinsky Reprisentation erweitert die Orthogonale Représentation (Def. 3.1)
um den 0°-Winkel.

Definition 4.1 Fine Kandinsky Reprdsentation (auch Kandinsky Dar-
stellung) K eines planaren Graphen G = (V, E, F) ist eine Menge von fli-
chenbeschreibenden, zyklischen Listen K(f) (f € F). Jede Liste K(f) besteht

aus Elementen () = (4, ), Suw)s Quw)), wobei
e (u,v) eine Richtungskante in E ist,

® vy € {0,90, 180,270,360} den Winkel zwischen der Kante (u,v) und
seinem Nachfolger auf der Fliche f angibt und

® S ein Bit-String ist, der die Knicke entlang der Kante (u,v) be-
schreibt: eine 0 steht fiir einen 90°-Knick (konvex), eine 1 fiir einen

270°-Knick (konkav). Ein leerer String € beschreibt eine gerade Kante.

Hier stellt sich die Frage, welchen Bedingungen eine solche Menge K
von zyklischen Listen geniigen muss, damit sie einer korrekten Kandinsky

Zeichnung entspricht.

Orthogonalitét

Die Kriterien (Kr1)-(Kr4) (S. 24) gelten auch fiir Kandinsky Reprisentatio-
nen: Sie sind notwendig und hinreichend dafiir, dass K eine korrekte, ortho-

gonale Zeichnung beschreibt. Insbesondere stellt das Kriterium (Kr3) auch



KAPITEL 4. KANDINSKY ZEICHNUNGEN 34

hier sicher, dass Flichen als geradlinige Polygone dargestellt werden, da die
Definition des 0°-Winkels konsistent mit dem Lemma 3.1 ist. Das ist leicht
einzusehen, wenn wir 0°-Winkel als zwei aufeinanderfolgende 90°-Winkel be-

trachten (siehe Abb. 4.4). Ersetzen wir nun die zwei 90°-Winkel durch einen

oo°
‘\90"

jo°

Abbildung 4.4: Ein 0°-Winkel kann als zwei aufeinanderfolgende 90°-Winkel
innerhalb der Fliche betrachtet werden.

0°-Winkel, verringert sich die Summe der Winkel innerhalb der Fliche um
180°. Dabei wird die Anzahl der Winkel um 1 verringert, wodurch die Summe
(2p — 4) - 90° sich ebenfalls um 180° verringert (p ist die Anzahl der Winkel
innerhalb der Fliche). Die Gleichung

(2p—4)-90° = Z (Winkel innerhalb Polygon) (4.1)

wird also durch das Einfithren von 0°~-Winkeln nicht zerstort und gilt daher
auch fiir Kandinsky-Flichen (dasselbe gilt analog fiir die Auflenfléiche).
Nicht leere Fliachen

Sei K eine Darstellung des Graphen G = (V, E, F'), die die Eigenschaften
EI1-E3 (S. 32) erfiillt.

Lemma 4.1 Jede Fliche f mit |K (f)| > 4 kann als nicht leere Fliche ge-

zeichnet werden.

Beweis. [FK96] Hat einer der Knotenwinkel in f einen positiven Wert (90,
180, 270 oder 360), dann kann die Fliche auf jeden Fall nicht leer gezeichnet
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werden. Betrachten wir also nur solche Flichen, in denen alle Knotenwinkel
0° betragen. Ist |f| = 4, konnen die vier Knoten so platziert werden, dass
sie paarweise verschiedene x- und y-Koordinaten haben. Das fiihrt zu einer
Zeichnung mit nicht leerer Fliche (siehe Abb. 4.6, (c)). Sei |f| > 4 und sei
ba7o die Anzahl der konkaven Knicke in f. Nehmen wir vorerst an, dass die
Anzahl byy der konvexen Knicke in f gleich Null ist. Dann gilt aufgrund von

Lemma 3.1:

2(’f|+b270_2)90 = b270'270
2-(|f| +bao—2) = 3-baro
2|fl =4 = bao.

Fiir Flachen f mit |f| > 4 ist also by7g > |f|. Mindestens eines der zu f
adjazenten Kanten weist daher zwei aufeinanderfolgende 270°-Knicke auf.
Das Kantensegment zwischen diesen beiden Knicken (siche Abb. 4.5 ) kann
beliebig verschoben und die Fliche dadurch nicht leer gezeichnet werden.
Jeder zusitzliche 90°-Knick in der Fliche existiert mit einen zugehorigen,

zusétzlichen 270°-Knick und #ndert das Ergebnis daher nicht. m

Abbildung 4.5: Jede Fliche f mit |f| > 4 kann nicht leer gezeichnet werden.

Es ist folglich ausreichend, Flichen der Grofle drei zu betrachten. Das

sogenannte T-Dreieck (Abb. 4.6, (a)) ist die einzige Darstellung einer 3-
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Fldche, die nicht als nicht leere Fliche gezeichnet werden kann:

K(f) = (((u’v) 75,0)7 ((U’w) ) 170)7 ((wau) ) 17()))'

Die Eigenschaft F4 ist somit durch das Ausschlieffen von T-Dreiecken erfiillt.

@ (b) (©)

Abbildung 4.6: Ein T-Dreieck (a) kann nicht als nicht leere Fliche gezeichnet
werden. Eine Fliche der Grosse 4 hingegen schon.

Bend-or-End

Es muss sichergestellt werden, dass von zwei Kanten, die von derselben Seite
eines Knotens ausgehen, mindestens eine einen Knick nach auflen, also einen
konkaven Knick macht. Es konnen nicht beide Kanten gleichzeitig gerade
verlaufen, weil das zu Uberlappungen (Verletzung der Eigenschaft E3) und

somit zu einer inkorrekten Zeichnung fithren wiirde (Abb. 4.7).

(@) (b)

Abbildung 4.7: Ungiiltige (a) und giiltige (b) Zeichnung im Kandinsky Mo-
dell.
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Sind 7(y,p) und 7(,.) zwei aufeinanderfolgende Elemente in K (f) und ist
Q(up) = 0, muss daher entweder der letzte Knick auf der Richtungskante (u, v)
oder der erste Knick auf der Richtungskante (v, w) ein konkaver Knick sein.

Diese Eigenschaft wird auch als die Bend-or-End FEigenschaft bezeichnet.

Eine hinreichende Bedingung

Die bisher genannten Bedingungen reichen jedoch nicht aus, um eine kor-
rekte Kandinsky Repriisentation zu garantieren. Ein Beispiel dafiir ist die
Darstellung einer 3-Fliche als L-Dreieck (Abb. 4.8,(a)):

K(f) = (((u,v),£,0), ((v;w),1,0), ((w,u),e,90)).

Sie erfiillt die Kriterien (Kr1)-(Kr4), besitzt die Bend-or-End Eigenschaft
und ist kein T-Dreieck. Es kann dennoch nicht ohne Uberlappungen gezeich-
net werden.

Es sei hier noch erwiihnt, dass das Ausschliefen von T- und L-Dreiecken,
zusammen mit der Bend-or-End Eigenschaft ebenfalls keine korrekte Kand-
insky Darstellung garantiert, da immer noch unkorrekte Darstellungen von

groBeren Flidchen wie in Abb. 4.8,(b) moglich wéren.!

(a) (b)

Abbildung 4.8: Beide Darstellungen kénnen im Kandinsky Modell nicht kor-
rekt gezeichnet werden.

Erst das folgende Lemma ermoglicht die Formulierung einer hinreichenden

Bedingung:

!Das wird hier speziell deswegen erwiihnt, weil Def. 4.8 in [Eig03] besagt, dass diese
Eigenschaften ausreichend sind.
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Lemma 4.2 Jeder 0°-Winkel in einer Kandinsky Zeichnung kann eindeutig

emnem 270°-Knick zugeordnet werden.
Beweis. [FK96| m

Satz 4 Eine Menge K von zyklischen Listen K (f) ist eine giiltige Kandinsky
Reprdsentation fir den planaren Graphen G = (V, E, F'), wenn es zusdtzlich
zu den Kriterien (Kr1)-(Krj) (S. 24), das folgende Kriterium erfiillt:

(Kr5) Jedem 0°-Winkel in K(f) € K ist eindeutig ein 270°-Knick in f zu-
ordenbar, der aufSerdem (von dem 0°-Winkel aus gesehen) als erster

Knick auf einer der zwei Kanten auftritt, die den 0°-Winkel erzeugen.

Intuitiv 148t sich das folgendermaflen begriinden: Sei K eine Menge von
zyklischen Listen K (f), die alle Kriterien (Krl)-(Krb) erfiillt.
Ein T-Dreieck geniigt nicht dem Kriterium (Kr5) und ist daher bestimmt
nicht in K enthalten.
Bleibt zu zeigen, dass K ohne Uberlappungen gezeichnet werden kann. Uber-

lappungen entstehen nur in Zusammenhang mit 0°-Winkeln: Verlduft eine

_______ L — 4

- i 1 !

@) (b) (©) (d)

Abbildung 4.9: Von zwei Kanten, die einen 0°~-Winkel formen (a), muss die
kiirzere rechtzeitig nach auBen knicken, um Uberkreuzungen zu vermeiden.
Ist jedem 0°-Winkel eindeutig ein zugehoriger konkaver Knick zuordenbar,
ist das immer moglich (d).
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von zwei Kanten, die an dieselbe Seite eines Knotens ansetzen, gerade und
endet in einem Knoten, dann muss die andere Kante rechtzeitig nach auflen
knicken (Abb. 4.9,(a)) , d.h. bevor diese den Endknoten der geraden Kante
beriihrt, sonst kommt es zu einer Uberkreuzung.

Konnte die Kante nicht rechtzeitig abbiegen und beriihrt den Knoten,
dann gilt:

- Das Kantensegment nach dem konkaven Knick (in Abb. 4.9,(b) punk-
tiert dargestellt) lduft geradeaus und endet in einem Knoten. Kéme hier ein
weiterer Knick, konnte das punktiert dargestellte Kantensegment zwischen
zwei Knickpunkten frei verschoben und eine Uberkreuzung verhindert wer-
den.

- Das punktiert dargestellte Kantensegment formt mit seinem Nachfolger
(in Abb. 4.9,(b) gestrichelt dargestellt) einen 0°-Winkel. Wire der Winkel
positiv, konnte das punktierte Kantensegment mitsamt dem Knoten verscho-
ben und eine Uberkreuzung verhindert werden.

- Die gestrichelt dargestellte Kante verléuft entweder geradeaus und endet
in einem Knoten oder die gestrichelte Kante macht einen konvexen Knick,
sodass der Ausgangsknoten nicht verschoben werden kann (Abb. 4.9,(b),(c)).

In beiden Fillen ist das Problem, dass der Knotenknick zugleich von ei-
nem anderen 0°-Winkel benotigt wird. Ist jedoch jedem 0°-Winkel ein eigener
konkaver Knick zugeordnet, kénnen sie frei platziert werden, sodass Kreuzun-
gen durch geeignete Kompaktierung vermieden werden kénnen (Abb. 4.9,(d)).

Sind 7,y und 7(, ) zwei aufeinanderfolgende Elemente in K (f) und ist
Qup) = 0, ist daher entweder der letzte Knick auf der Richtungskante (u, v)
oder der erste Knick auf der Richtungskante (v, w) ein konkaver Knick und
kann eindeutig dem Winkel o, . zugeordnet werden. Solche Knicke, die auf-
grund von 0°-Winkeln auftreten, werden auch als Knotenknicke bezeichnet.

Um eine Unterscheidung von Knotenknicken und gewohnlichen Kanten-
knicken innerhalb einer Kandinsky Darstellung zu ermdoglichen, betrachten

wir den Bit-String s(,,,) im weiteren (wenn erforderlich) als die Vereinigung
M
(u,0)

die Kantenknicke auf der Kante (u,v). sét’v) (bzw. S(E )) ist ein Bit-String

U,

von drei Teilstrings: s¢,,,) = Sé,u) U 8{u .y U S(. - Der String 5%,7)) beschreibt

der Lénge 1 und steht fiir einen Knotenknick am Anfang (bzw. am Ende)
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der Richtungskante (u,v).

Abbildung 4.10: Beide Knicke auf der Kante (u, v) sind Knotenknicke.

Betrachten wir als Beispiel die Kante (u,v) in Abb. 4.10. Beide Knicke
auf dieser Kante sind Knotenknicke. Die Bit-Strings fiir die Richtungskanten

(u,v) und (v, u) sehen in dem Fall folgendermassen aus:

Swo) = 10, S@u =10

A _ M _ E _
Sww) = b Suw) = Suw) = 0
A

_ M _ E _
= ]_, S(u,'z)) =g, S(u,v) =0

Die Einschrinkung auf nicht-leere Flichen ist nicht unbedingt notwen-
dig oder wiinschenswert. Mochte man leere Flichen erlauben, muss man die
Bedingung (K75) fallen lassen, da diese T-Dreiecke verbietet. Es stellt sich al-
lerdings als nicht so einfach heraus, eine Bedingung zu formulieren, die inkor-
rekte Darstellungen mit Uberlappungen verhindert und zugleich T-Dreiecke
erlaubt. AuBerdem wird durch das Weglassen von (Kr5) ausschliefilich die
Darstellung von 3-Flichen als T-Dreiecke gewonnen, da korrekte Darstel-
lungen von k-Flichen mit & > 3 dieses Kriterium in jedem Fall erfiillen,
unabhéingig davon, ob sie leer gezeichnet werden kénnen oder nicht (siehe
Beweis zu Satz 4.2).

Das Kandinsky Modell hat dazu noch den groflen Vorteil, dass die Be-
rechnung einer knickminimalen Kandinsky Reprisentation auf ein Netzwerk-
Fluss Problem mit Nebenbedingungen zuriickgefiihrt werden kann. Das wird
dadurch erméglicht, dass die Bedingung (Kr5) relativ einfach als Netzwerk-

Fluss Bedingung formuliert werden kann.
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4.2 Knickminimierung bei Kandinsky Zeich-

nungen

In diesem Abschnitt stellen wir das von Fofmeier in [Foe97] eingefiihrte
Kandinsky Netzwerk N vor, das als eine Erweiterung des Tamassia Netz-
werkes betrachtet werden kann, sodass ein kostenminimaler Fluss auf die-
sem Netzwerk einer knickminimalen Kandinsky Reprisentation entspricht.
In [EFKO00] wird dieser Min-Cost Flow basierte Ansatz als ILP formuliert,
der auf einen alternativen Netzwerk aufbaut. Dieses stellen wir hier unter

dem Namen Alternativ Kandinsky Netzwerk N4% vor.

4.2.1 Das Kandinsky Netzwerk

Sei im folgenden G = (V, E, F') ein planarer Graph mit gegebener Einbettung
P. Bei der Aufstellung des Kandinsky Netzwerks V% (P) = (N*, AX) wird
von dem Tamassia Netzwerk (Abschn. 3.2.1) ausgegangen. Die Knoten und

Kanten von N (P) setzen sich zunsichst wie folgt zusammen:

NX = Ny UNp
AR = AypUApp

wobei die Mengen Ny, Np, Ay r und App genau wie in Abschn. 3.2.1 definiert
sind.

Fine Kandinsky Darstellung hat gegeniiber einer orthogonalen Darstel-
lung zwei wesentliche Unterschiede, die im Netzwerk zusétzlich beriicksich-
tigt werden miissen: Es enthélt 0°-Winkel und es muss dem Kriterium (K75)

gentigen.

0°-Winkel

Der Winkel, den eine Richtungskante (u,v) mit ihrem Nachfolger auf einer

Fldche f formt, ist gegeben durch

(x (ny,ng) +1)-90°.
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Demnach entspricht ein 0°-Winkel einem Fluss von —1 Einheiten auf der
Kante a) ! = (n,,ny). Dieser wird als ein Fluss von +1 Einheiten in die
entgegengesetzte Richtung interpretiert. Um 0°-Winkel modellieren zu kén-
nen, miissen also neue Kanten von Flichen nach Knoten eingefiihrt werden:
(ng,ny). Die obere Kapazitétsgrenze solcher f —v Kanten wird auf 1 gesetzt,
da ein groflerer Fluss einem negativen Winkel entsprechen wiirde.

Der von der Richtungskante (u,v) und ihrem Nachfolger auf der Fliche
f geformte Winkel ist dann gegeben durch

(x (ny,ng) —x (ng,ny,) +1)-90°

Fiir einen Knoten v mit deg (v) > 4 hat der zugehorige Knoten n, im
Netzwerk einen negativen Bedarf: b (n,) = 4 — deg (v) < 0. Die deg (v) — 4
FEinheiten, die iiber die f —v Kanten in einen solchen Knoten einfliefen, ent-
sprechen den 0°-Winkeln, die um den Knoten v angeordnet sind. In Abb. 4.11
sind zwei mogliche Winkel-Verteilungen um einen Knoten mit Grad 5 darge-
stellt. Die Knoten sind jeweils mit ihrem Bedarf beschriftet. Hellgraue Netz-
werkkanten haben Fluss 0, f— f Kanten sind nicht eingezeichnet. Gestrichelte

Kanten gehoren zum Graph.

Q) O O
) O J

"1

I

@ O O

Abbildung 4.11: 0°~-Winkel werden im einfachen Kandinsky Netzwerk mittels
f — v Kanten modelliert.

Das so aufgestellte Netzwerk (Tamassia Netzwerk + f — v Kanten) wird

als einfaches Kandinsky Netzwerk bezeichnet. Darauf existiert immer ein giil-
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tiger Fluss mit 0 Kosten, der zur Erstellung von 2-Sichtbarkeitsdarstellungen

verwendet werden kann [Foe97).

Kriterium (Kr5)

Damit der Fluss einer korrekten Kandinsky Darstellungen entspricht, muss
fiir jeden 0°-Winkel die Existenz des zugehorigen 270°-Knickes sichergestellt

sein.

Einer dieser zwei Flisse
// muss existieren

1 ORI

nv

() (b)

Abbildung 4.12: 0°-Winkel erzwingen Knotenknicke (a), die durch die Hilfs-
konstruktion modelliert werden (b).

Fliefit im Netzwerk eine Einheit von der Fldche f; in den Knoten n,
(Abb. 4.12(a)), entspricht das im Graph einem 0°-Winkel an dem Knoten v,
den die Richtungskante (u,v) mit ihrem Nachfolger in der Fliche f; formt.
In dem Fall muss eine der Kanten, die diesen Winkel formen, nach auflen
knicken. Das bedeutet, es muss eine Einheit von einem der Nachbarfidchen
f2 oder f3 in die Fldche f; flieen. Dieser Knick muss eindeutig dem 0°-
Winkel zugeordnet werden koénnen, der es sozusagen erzwungen hat und muss
auBerdem von v aus als erster Knick auf der entsprechenden Kante auftreten.

Um das sicherzustellen, wird ein neuer Hilfsknoten h,,, eingefiihrt. Die

Kante (f1,n,) wird durch die drei Kanten (fg, h(w)), (f3, hup) und (hy ., 1)
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ersetzt (Abb. 4.12(b)). Ein Fluss auf dem Pfad (fs, hyw,n,) wird als ein
Fluss auf dem Pfad (fs, f1,n,) interpretiert. Dadurch wird erreicht, dass ein
0°-Winkel nur mit einem zugehorigen 270°-Knick (Knotenknick) auftritt.
Diese Hilfskonstruktion 16st durch die Einfiihrung von Knotenknicken ein
Problem, bringt aber ein weiteres mit sich: es kénnen auf einer Richtungs-

kante zwei Knotenknicke in entgegengesetzte Richtungen auftreten.

/‘{ Knotenknick nach links
/
A//
\\\ X nV e
1 e Knotenknick nach rechts ’
(b)

ny

(@) (©

Abbildung 4.13: Um zwei Knotenknicke an demselben Ende einer Kante e in
entgegengesetzte Richtungen zu verhindern (a), miissen Biindelkapazitéiten
gesetzt werden. Ungiiltige Zeichnungen wie in (b) und (c¢) werden dadurch
verhindert.

Die Fliisse auf den Kanten (fi,h.) und (f2,he) in Abb. 4.13(a) ent-
sprechen beide einem Knotenknick an dem gleichen Ende der Kante e. Da
die zwei Knicke in entgegengesetzte Richtungen nicht beide gleichzeitig als
erste Knicke gezeichnet werden kénnen (Abb. 4.13(b)). Bleibt als alterna-
tive, einen der Knicke als normalen Kantenknick zu interpretieren und ihn
nach dem anderen einzufiigen. Das fiihrt aber ebenfalls zu einer ungiiltigen
Zeichnung, da einer der 0°-Winkel keinen zugehorigen Knotenknick besitzt
und somit nicht sichergestellt ist, dass z.B. die Kante ¢’ die Kante e nicht
iiberkreuzt (Abb. 4.13(c)).

Um diesen Fall auszuschliefen miissen wir verhindern, dass durch beide
Kanten eines solchen Paares gleichzeitig eine Einheit flieft. Diese Beschriin-

kung lésst sich leider nicht innerhalb des Netzwerk-Fluss Modells realisieren.
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Wir fassen daher zwei solche Kanten, deren beider Fluss einen Knotenknick
an dem gleichen Ende einer Kante in G représentiert zu einem Biindel zu-
sammen und setzen die Kapazitit des Biindels auf 1.

Das so aufgebaute Netzwerk konnen wir nun wie folgt zusammenfassen:

Definition 4.2 Das Kandinsky Netzwerk Sei G = (V, E, F') ein planarer
Graph mit fixer Einbettung P. Die Menge N¥ der Knoten des Kandinsky
Netzwerkes N'K (P) = (NX | AX) ist wie folgt zusammengesetzt:

NE = Ny, UNrUNy
wobel

e Ny={n,|veV} b(n,) =4 —deg(v) Vn, € Ny
— —4 Innenfliche
bny) = { (/=4 Innenfiic
—(|fI+4) f AuBenfiiche
o Nyg={hy,| (u,v)€E} bhy,) = 0 Vh,, € Ng

o Np={ns|[ecF}

Die Menge AX der Kanten ist gegeben durch
AR = Ayp U Ay U App U Apy
wobei

o Apy = {ai{,z‘)/ = (hup,n0) | (u,0) € E_}
lcap(a) = 0, ucap(a) =1, cost(a) =0 Va € Apy

o Ayp= {a};g = (ny,ny) | f = face(u,v) (u,v) € E}
lcap(a) = 0, ucap(a) =3, cost(a) =0 Va € Ayp

o App= {aif = (ng,np) | f = face(u,v),
f = tace(v,u)  (u,0), (v,u) € B}
lcap(a) = 0, ucap(a) = oo, cost(a) =1 Va € App
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Bu, = {afzv = (ng, hwo) | f = face(u,v), (w,v) = pred;(v,u)
(u,v), (w,v) € E} U
{aﬁ,y = (np, huy) | f'=face(v,u) (v,u) € E}

lcap(a) = 0, ucap(a) =1, cost(a) =1 Va € Apgy
ucap(By,) =1 VY(u,v) € E (Biindelkapazitéit )

Lemma 4.3 Sei G = (V, E, F) ein planarer Graph mit fizer Einbettung P.
Fiir jede Kandinsky Reprdsentation K von G gibt es einen ganzzahligen Fluss
x im Kandinsky Netzwerk N5 (P), dessen Kosten gleich der Anzahl der Kni-
cke in K ist.

Beweis. Wir konstruieren nun aus der Darstellung K einen Fluss x mit
den geforderten Eigenschaften. Sei im folgenden (u,v) € E und (v,w) =

succy (u, v).

» Konstruktion des Flusses unter Einhaltung der Kapazitéitsschranken:

oVaXfEAVF

Jeder 0°-Winkel hat genau einen zugehorigen Knotenknick. s(f}) w)‘ und
b

s(b; ») sind Knotenknicke, die dem Winkel o, ) zugeordnet sind. Demnach
I
ist mindestens einer ein leerer String. Daher gilt: sé} w|. T ‘s@ ol <1
bt M
oV CLuHﬂ‘)/ € Ay
HVY | A E
z (au,v ) - ls(v,w)}l + |S(u,v)|1
< 1= ucap (auHX) v
oV aif € AFF
FF M
x (au,v> ‘S(WJ) ‘0

IN
8
|
e
o
2
T
5
=
(\
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oV afm, a{j’v € AFH
r(of) = Jsfl, <1
T (aiv) = \Sﬁmh <1 und
R L _|.E E
z (au,v) +z (au,v) - ‘S(Wf)|o + ‘S(U,U)‘l
< 1=ucap(B,,) vV
Si,v) ist ein Bit-String der Lénge 1 und kann entweder 1 oder 0 sein, nicht
beides gleichzeitig. Daher gilt: S(b; w| T s{i nl <L
o M

» z ist ein giiltiger Fluss, wenn es zusétzlich die Flusserhaltungsbedingung
an allen Knoten erfiillt.
o Vn, € Ny :

> (w(a) = () (4.2)

(u,w)€In(v)

au,v
= 2 (Tt sl sl — 1= sl + s,
(u,w)€In(v)

2 : A (uw) 2 :
= — 1
90
(u,w)€In(v) (u,v)€In(v)

= 4—deg(v)=b(n,) v

wobei In(v) C E die Menge aller Richtungskanten ist, die im Knoten v

miinden.
o Vn; € Np:
Y (w(afy) +a(al,) v (ay,) o (any) —a(ar))) (4.3)
T (u,0) EK(f)
= > ((S%MO st + [ty = st ],
T(u,0) EK ()
Aup)

90 ‘Sé,w)}l - |S€W)‘1 + 1)

o u,v
= ({S(uvv)|0 = I3y + [5G, = 5G], = éo) + 1)(4-4)
7‘(u,v)eKv(f)
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=—2|f+4 (Kr3)
- STEEY
= > (Iswolo = lswol, - =222)
7 (u,0) EK(f)
=0
+ (’Séw)h - \Sé,wﬂl) o), 1
T (u,0) EK(f) T (u,0) €K ()

=2|f| =4+ |f] f AuBenfliche
_ { —(|f] —4) f Innenfldche b)) v

_ {_2|f|+4+|f| f Innenfliche

—(|f|+4) f AuBenfliche

° th,v € Ny :

x (a,f;/) —x (aiv) —x (aiv) (4.5)

- ‘Sé»w)h + ’85171))|1 B |8€hv)|1 B |S(Ew7v)‘o

= 0=">0(hyw) v

ist (ein konvexer Knick am Anfang von

Man beachte, dass ‘sé w)‘ = ‘sgv »)
b 1 b

(v, w) ist zugleich ein konvexer Knick am Ende von (w,v)).

» Die Kosten des Flusses x sind gleich der Anzahl der Knicke in K:

cost (x) = Z (z (aff) +x (af,v) + (aiv))

(uw)EE
- Z, ‘3%,1;)|0+ ‘Savv)|o+ ‘8570)‘1
(u,v)EE
= Z [stumlo + Z [ty + Z [stoanlg
(u,w)EE (u,v)EE (u,v)EE
= Y [Sww]|, = bends (K) v
(uw)EE

Lemma 4.4 Sei G = (V,E,F) ein planarer Graph mit fixer Einbettung
P und NE(P) das zugehérige Kandinsky Netzwerk. Fiir jeden ganzzahligen
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Fluss x in N¥(P) gibt es eine Kandinsky Reprisentation K, deren Anzahl

von Knicken gleich den Kosten des Flusses ist. Weiters kann K aus dem

Fluss berechnet werden.

Beweis. Wir konstruieren nun die Darstellung K, indem wir fiir jede Rich-

tungskante (u,v) € E die s und o Felder aus den Flusswerten im Netzwerk

berechnen:
oV (u,v) € E:
Q) = (x(axf) — x(afj}}/) + 1) -90
oV (u,v) € E:
SA SM SE
(iv) (111) (kv)

S(u,)

» Das so konstruierte K geniigt den Kriterien (Krl)-(Kr5):

_gelak ) (el ) el gelal ) el ) 2(ak.,)

(4.6)

e (Krl) ist automatisch erfiillt, da wir K auf P aufgebaut haben. v/
o (Kr2) folgt einfach aus der Aufstellung der Bit-Strings (Gl1.4.6). v/

o (Kr3):
> puw)
T (u,v) EK(f)
Ay,
= X (‘S(%v)lo = Isnly + @~ =g )))
T (u,0) EK(f)
=—(1/1-4) (G1-4.3)
= > (a(an) ta () +o(af,) —a (@) — ol
T (u,0) €K ()

2 (mled) —w(el) + o)) +2-1)

T(u,v) eK(f)
=0 (GL4.5)

— -+ (~a(ah,) — 2 (aR,) + o(a”

r(u,v)eK(f)
= 4 (bzw. —4 ,wenn f Auflenfléiche) v/
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o (Kr4):

> O
(u,v)€In(v)
= Z (z(ay ) —z(all)) +1) - 90
(u,v)€In(v)
=4—deg(v) (G1.4.2)

A

-~

= Z (x(a}ffj) — x(afg)) 90 + deg (v) - 90
(u,v)€In(v)

= 360 v

o (Kr5): Sei aqyy = 0 = z(all)) = & (huy,ny) = 1. Aufgrund der

Flusserhaltung bei dem Knoten h,, gilt: (aﬁ,v) +x (afj’v) = 1, wobei

(v, w) = succy (u, v) ist. Das bedeutet:

Sfu’v) — Oz(afz”)lx(“i,u) — 1 oder
Sé]?w) = Ox(aivv)lm(aﬁ,v) —1

Fiir den 0°-Winkel ) existiert somit genau ein Knotenknick, der diesem
Winkel eindeutig zugeordnet werden kann. v

» Die Anzahl der Knicke in K ist gleich den Kosten von z:

bends (K) = Z ‘S(u,v)‘o

(up)eE

= 2 (w(ef) + () +o ()
(u,w)EE
= cost(z) v

Der folgende Satz folgt direkt aus Lemma 4.3 und Lemma 4.4.

Satz 5 Sei G = (V, E, F) ein planarer Graph mit fizer Einbettung P. Jede
Kandinsky Reprdsentation von G mit k Knicken kann aus einem giiltigen,
ganzzahligen Fluss z auf dem Kandinsky Netzwerk N'X (P) mit Kosten k ab-
geleitet werden, der zugleich die Biindelkapazititsbedingung einhdlt. Die An-
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zahl der Knicke in einer knickminimalen Kandinsky Reprdisentation von G ist
gleich den Kosten eines ganzzahligen minimalen Kostenflusses im Kandinsky
Netzwerk NE(P), der zugleich die Biindelkapazititsbedingung einhiilt.

4.2.2 Das Alternativ Kandinsky Netzwerk

Sei G = (V,E,F) ein planarer Graph mit gegebener Einbettung P. Das
Alternativ Kandinsky Netzwerk, das wir mit N4% = (N, A) bezeichnen,
wird wie folgt aufgebaut.

Es wird zunéichst wieder fiir jeden Knoten v € V und fiir jede Fliche
f € F jeweils ein Knoten (n, und nys) in das Netzwerk eingefiihrt, jedoch

mit einem anderen Bedarf als im Tamassia Netzwerk. Es ist nun
N = Ny UNp
wobel

e Ny={n,|veV} bn,) =4 Vn, € Ny

= ] —(2[f|—4) f Innenfliche
o Np={ns| feF} blny) = { _(2lf|+4) f AuSenflsche

Die Kanten in A sind die gleichen wie in AT, mit dem einzigen Unter-
schied, dass v — f Kanten in A4X eine unterschiedliche obere Kapazitiits-
grenze haben:

A=AvrUApp

wobel nun

i AVF - {ax,f = (TLU, nf) | f = face(u7 U)a (U, U) € E}
lcap(a) = 0, ucap(a) =4, cost(a) =0 Va € Ayp

o App={a,, = (ns.ng) |f=tface(u,v),
g = face(v,u), (u,v) € E}
lcap(a) = 0, ucap(a) = 0o, cost(a) =1 Va € App.
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Der Fluss auf einer v — f Kante repriisentiert weiterhin den Winkel, der
an dem Knoten v in der Fliche f geformt wird, dieser ist jedoch gegeben
durch:

x (a}jf) - 90 (4.7)

Anders als im originalen Kandinsky Netzwerk entspricht hier eine Einheit, die

- 020
O

(@) (b) ()

Abbildung 4.14: Ein Fluss von einer Einheit im Netzwerk entspricht einem
90°-Winkel bzw. einem 90°-Knick im Graph

von einem Knoten in eine Fldche flieit, einem 90°-Winkel, und nicht einem
180°-Winkel (Abb. 4.14(b)). 0°-Winkel werden durch 0-Fliisse auf v — f
Kanten modelliert (Abb. 4.14(a)). Ein Fluss auf einer f — f Kante entspricht
weiterhin einem konvexen Knick in der Ausgangsfliche(Abb. 4.14(c)).

Kriterium (Kr5)

Damit der Fluss auf N4X einer korrekten Kandinsky Darstellungen ent-
spricht, muss fiir jeden 0°-Winkel die Existenz des zugehorigen 270°-Knickes
sichergestellt sein.

Die Einhaltung des Kriteriums (K75) wird durch eine dhnliche Hilfskon-
struktion wie im originalen Kandinsky Netzwerk sichergestellt: Es wird ein
neuer Hilfsknoten h,, , eingefiihrt und die Kante (n,, f1) (Abb. 4.15(a)) durch
die zwei Kanten (n,hy,) und (hy,, fi1) ersetzt (Abb. 4.15(b)). Nun be-
schreibt der Fluss auf der Kante (n, h,,) den Winkel, den die Kante (u,v)
mit ihrem Nachfolger auf der Fliche f; formt. Die Kante (h,,, f1) hat ei-

ne untere Schranke von 1. Der Hilfsknoten h,,, muss folglich einen Zufluss
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Eines dieser zwei Flisse
/ muss existieren

o)

(@) (b)

Abbildung 4.15: 0°-Winkel erzwingen Knotenknicke (a), die durch die Hilfs-
konstruktion modelliert werden (b).

von mindestens einer Einheit haben. Wenn die notige Einheit nicht von n,
kommt, dann muss sie entweder von fs oder von f3 kommen. Dadurch wird
erreicht, dass ein 0°-Winkel nur mit einem zugehorigen 270°-Knick (Knoten-
knick) auftritt.

Auch in diesem Netzwerk entsprechen die Fliisse auf den Kanten (f1, her)
und (fa, he) (Abb.4.16(a)) einem Knotenknick am gleichen Ende der Kante
in e = (u,v) € £ und diirfen daher nicht beide den Wert 1 haben. Wir
fassen daher zwei solche Kanten zu einem Biindel zusammen und setzen die
Kapazitit des Biindels auf 1.

Das so aufgebaute Netzwerk konnen wir nun wie folgt zusammenfassen:

Definition 4.3 Das Alternativ Kandinsky Netzwerk Sei G = (V, E, F)
ein planarer Graph mit fizer Einbettung P. Die Knoten des Alternativ Kand-
insky Netzwerkes NAK(P) = (N, A) setzen sich wie folgt zusammen:

N = Ny U Np U Npy

wobes
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/,#{ Knotenknick nach links
x//
\ X r]V e
1 e Knotenknick nach rechts ’
\
(b)

ny Ny

(a) ©)

Abbildung 4.16: Um zwei Knotenknicke an demselben Ende einer Kante e in
entgegengesetzte Richtungen zu verhindern (a), miissen Biindelkapazitéiten
gesetzt werden. Ungiiltige Zeichnungen wie in (b) und (c¢) werden dadurch
verhindert.

e Ny={n,|veV} b(n,) =4 Vn, € Ny
—(2|f| —4) f Innenfliche
b(ny) )
—2|f|+4) f AuBenfliche

e Np=A{ns|feF} =
o Ny={hy,| (u,v)€E} blhy,) = 0 Vh,, € Ny
Die Menge der Kanten ist gegeben durch
A=AygUAyp U Apr U Apy

wobes

o Ayy= {@X,{]{ = (Ny, huw) | (u,v) € E}
lcap(a) = 0, ucap(a) =4, cost(a) =0 Va € Ayy

o Ayp= {ai{f = (hyw,ny) | f=face(u,v), (u,v) € E}
lcap(a) = 1, ucap(a) = oo, cost(a) =0 Va € App
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o App= {aif = (ng,np) | f = face(u,v),
f' = face(v,u), (u,v) € £}

lcap(a) = 0,ucap(a) = oo, cost(a) =1 Va € App

o Appy = U Bu,v
(u,v)eE
wobei
By, = {afm = (nf, haww)) | f = face(u,v), (w,v) = predf(v,u)}u
{ag, = (np, huo) | = face(v, u)}
lcap(a) = 0, ucap(a) =1, cost(a) =1 Va € Apg
ucap(By,,) =1 V(u,v) € E

Lemma 4.5 Sei G = (V, E, F) ein planarer Graph mit fixer Einbettung P
und NAK(P) das zugehérige Alternativ Kandinsky Netzwerk. Fiir jeden ganz-
zahligen Fluss x in NAX(P) gibt es eine Kandinsky Repréisentation K, deren
Anzahl von Knicken gleich den Kosten des Flusses ist. Weiters kann K wie

folgt aus dem Fluss berechnet werden:

o Fiir jedes (u,v) € E :

e Fiir jedes (u,v) € E :

~

0 ge(al D) getalt,) o (al )

S () =07 () 17(00%) 1 (2

Beweis. Es muss gezeigt werden, dass K den Kriterien (Krl)-(Krb) geniigt.

Fiir diesen Beweis verweisen wir auf den Beweis von Lemma 4.4, da diese

sich nur geringfiigig voneinander unterscheiden. m

Lemma 4.6 Sei G = (V, E, F) ein planarer Graph mit fizer Einbettung P.
Fiir jede Kandinsky Reprisentation K von G gibt es einen ganzzahligen Fluss
x im Alternativ Kandinsky Netzwerk NAK (P), dessen Kosten gleich der An-
zahl der Knicke in K 1ist.
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Beweis. Wir konstruieren nun aus der Darstellung K einen Fluss x mit
den geforderten Eigenschaften. Sei im folgenden (u,v) € E und (v,w) =
succy (u, v).

» Konstruktion des Flusses unter Einhaltung der Kapazitéitsschranken:

oVa}ZfEAVF

() =
< 4 =ucap (aVH) v

u,v

OVafL{f € Ay

X (u,w)

90

v(aiy) = [SGuwl, + |5t +

> 1=lcap (aqu) v

und ‘Sﬁ v) entsprechen Knotenknicken, die dem Winkel «, ) zu-
1 b

A
S
’ (v.0)
geordnet sind. Ist a,,) = 0, dann hat genau eines dieser Strings die Lénge
Tpe | oA E %(u,v)

OVaif EAFF

X (ai§> ‘8%,0) ‘0
< 00 = ucap (aff) v
eVall  al € Arp
x (afﬂ)) - ‘Sfu,v){o <1
x (aiv) = ‘S(E;,v)h <1 und
x (aiv) +z (aiv) - ‘Sgtﬂ])h) + ‘Sgh”) ‘1

< 1=ucap(B,,) vV

» Fiir den Beweis der Flusserhaltung an allen Knoten in N4 verweisen wir

auf den entsprechenden Teil des Beweises von Lemma 4.3, da diese sich nur
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geringfiigig voneinander unterscheiden.

» Fiir den Beweis von cost () = bends (K) sei ebenfalls auf den Beweis von

Lemma 4.3 verwiesen. m

Der folgende Satz folgt direkt aus diesen beiden Lemmata:

Satz 6 Sei G = (V, E, F) ein planarer Graph mit fixer Finbettung P. Jede
Kandinsky Reprdsentation von G mit k Knicken kann aus einem ganzzahligen
giiltigen Fluss x auf dem Alternativ Kandinsky Netzwerk NAK(P) mit Kos-
ten k abgeleitet werden, der zugleich die Biindelkapazitdtsbedingung einhdlt.
Die Anzahl der Knicke in einer knickminimalen Kandinsky Reprdsentation
von G st gleich den Kosten eines ganzzahligen minimalen Kostenflusses im
Alternativ Kandinsky Netzwerk N5 (P), der zugleich die Biindelkapazitits-
bedingung einhdilt.

4.2.3 Das Kandinsky MCF Problem

Die Berechnung einer knickminimalen Kandinsky Zeichnung kann nun auf

das folgende, spezielle Min-Cost Flow Problem zuriickgefiihrt werden:

Definition 4.4 Das Kandinsky Min-Cost Flow (KMCF) Problem
Das Problem, auf einem gegebenen Kandinsky Netzwerk N5 (P) (bzw. Al-

ternativ Kandinsky Natzwerk NAX(P)) einen giiltigen, ganzzahligen Fluss x

mat minimalen Kosten zu berechnen, der zugleich die Biindelkapazititsbedin-

gung einhdlt, wird als das Kandinsky MCF Problem bezeichnet.

Durch die zusétzliche Biindelkapazititsbedingung handelt es sich nicht
mehr um ein gewshnliches MCF Problem. Die klassischen MCF Algorith-
men konnen daher nicht ohne weiteres auf das KMCF Problem angewendet

werden.



Kapitel 5

Losungsanséitze fiir das KMCF

Problem

In [Foe97] stellen Fofmeier und Kaufmann einen MCF basierten Losungs-
ansatz fiir das KMCF Problem vor. Sie behaupten, dass nach Einfithrung
einer Hilfskonstruktion in das Kandinsky Netzwerk das MCF Problem auf
diesem mit einer etwas modifizierten Version des Successive Shortest Path
(SSP) Algorithmus (Alg. 2.2, S. 17) in polynomialer Zeit gelost werden kann.
Wie Eiglsperger in [Eig03] festgestellt hat, ist das jedoch nicht der Fall. In
Abschn. 5.1 fassen wir den Fofimeier-Kaufmann Ansatz kurz zusammen und
gehen niher auf die Probleme ein, die bei der Anwendung des SSP Algorith-
mus auf das KMCF Problem auftreten. Es wird sich herausstellen, dass diese
Schwierigkeiten auch bei den anderen Optimal Infeasible Flow Algorithmen
bestehen, weshalb sie nicht ohne weiteres auf das KMCF Problem anwendbar
sind. Daher ist die Komplexitit dieses Problems bisher unbekannt.

In Abschn. 5.2 stellen wir den von Eiglsperger in [Eig03] eingefiihrten
Transformationslagorithmus mit Giite 2 vor. In Abschn. 5.4 fithren wir un-
seren neu entwickelten Cyclic-Shift Algorithmus ein, der ebenfalls den Ap-
proximationsfaktor 2 besitzt, aber in der Praxis bessere Ergebnisse liefert.
Zwischen diesen beiden Ansétzen besteht ein grundsétzlicher Unterschied,
den wir in Abschn. 5.5 aufzeigen und der eine Erkldrung fiir die bessere
Qualitét der CS Losungen liefert.

o8
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5.1 Der FoBBmeier-Kaufmann Ansatz

Um auf einem Kandinsky Netzwerk N'% = (N, A) eingesetzt werden zu kin-
nen, muss der SSP Algorithmus so modifiziert werden, dass die Einhaltung
der Biindelkapazitéitsbedingung sichergestellt ist. Dazu muss folgendes be-

achtet werden:

1. Sind in einem Iterationsschritt des SSP beide Kanten eines Biindels
im aktuellen Restnetzwerk N (z) enthalten, darf ein kiirzester Pfad
SP(s,1) € N (x) nicht beide Kanten dieses Biindels zugleich enthalten.

2. Hat eine der Biindelkanten bereits den Flusswert eins, darf ein kiirzester
Pfad SP(s, 1) die andere Kante dieses Biindels nicht enthalten.

Abbildung 5.1: Jedes Biindel wird durch eine Hilfskonstruktion ersetzt, der
die gleichzeitige Verwendung beider Kanten des Biindels verhindern soll.

In [FK96] schlagen Fofimeier und Kaufmann vor, jedes Biindel im Netz-
werk durch die in Abb. 5.1 dargestellte Konstruktion zu ersetzen. Der Kreis
mit negativen Kosten hat die Kapazitéit 1. C' ist eine hinreichend grofle Zahl
(z.B. obere Schranke fiir das Optimum). Diese Konstruktion soll verhin-
dern, dass beide Kanten eines Biindels gleichzeitig verwendet werden. Da
der Kreis die Gesamtkapazitit 1 besitzt, konnen nur die hohen Kosten ei-
ner zum Kreis adjazenten Kante damit aufgehoben werden. Das Problem,
dass durch beliebig hidufiges Durchlaufen eines negativen Kreises ein beliebig
kurzer Kantenzug gefunden werden kann, wird dadurch gelost, indem man

sich auf kiirzeste Wege beschréinkt (Kantenfolgen, die jede Kante hochstens



KAPITEL 5. LOSUNGSANSATZE FUR DAS KMCF PROBLEM 60

einmal enthalten). Ist der Kreis einmal voll, wiirde ein Weg iiber die andere
Kante an dem Kreis vorbei miissen, ohne sie durchlaufen zu kénnen. So ein
Weg hitte Kosten > 2C' 4+ 1 und wére mit Sicherheit nicht in der optimalen

Losung enthalten.

Bemerkung 5.1 FEine Kantenfolge kann in einem solchen Netzwerk Knoten
mehrfach enthalten (ndamlich dann, wenn sie Kreise durchlduft) und wird

daher als Weg bezeichnet.

Nun muss aber das Shortest Path Problem auf einem Netzwerk mit ne-
gativen Kreisen gelost werden, was im allgemeinen NP schwierig ist [GJ79).
In [FK96] wird jedoch behauptet, dass hier aufgrund der speziellen Struktur
der negativen Kreise ein einfacherer Fall vorliegt und eine etwas modifizierte
Version von Dijkstra’s Algorithmus das Shortest Path Problem auf einem
solchen Kandinsky Netzwerk in polynomialer Zeit l6sen kann. Im folgenden

fassen wir zunéchst die Argumente in [FK96] zusammen.

-10

Abbildung 5.2: Der negative Kreis kann nicht von den kiirzesten Teilwegen
SP(s,v) und SP(v,t) zugleich benutzt werden.

Im allgemeinen Fall kann in einem Netzwerk mit negativen Kreisen fol-
gendes Problem auftreten. Sei SP(s,t) ein kiirzester Weg von s nach t und
sei v ein Knoten in diesem Weg (siehe Abb. 5.2). Dann setzt sich SP(s,t)
aus zwei Teilwegen zusammen: SP(s,v) und SP(v,t). Der kiirzeste Weg von
s nach v benutzt den negativen Kreis und hat Kosten 1. Danach kann der

ktirzeste Weg von v nach t den Kreis nicht mehr durchlaufen und man erhdlt
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den in der Abbildung schwarz markierten kiirzesten(!) Weg von s nach t mit
Gesamtkosten 5. Wiirde man hingegen den grau markierten Weg benutzen,
kénnte nun der Teilweqg von v nach t den negativen Kreis durchlaufen und
man hdtte die Gesamtkosten 3. Ein Shortest Path Algorithmus findet diesen
Weg nicht, weil er nur die kiirzesten Wege von s nach v weiterverfolgt. Die
Schwierigkeit des Problems riihrt also daher, dass die Kosten des zweiten

Teilweges SP(v,t) von dem Verlauf des ersten Teilweges SP(s,v) abhingen.

Abbildung 5.3: Auf dem Startnetzwerk N (2°) kann das Shortest Path Pro-
blem trotz der negativen Kreise korrekt gelost werden.

Bei Kandinsky kann das nicht passieren, da jede Flusseinheit, die den ne-
gativen Kreis durchliuft, anschlieffend in den Knoten n, fliefst (siehe Abb. 5.3).
Wird der negative Kreis von dem kiirzesten Weg von s nach n, benutzt
(schwarz markierter Weg), dann ist garantiert, dass er nicht Teil eines kiir-
zesten Weges von n,, nach t ist. Damit arbeitet der Shortest Path Algorithmus
korrekt.

Im Start-Netzwerk stimmt diese Argumentation, in einem Restnetzwerk
in den weiteren Schritten des SSP muss es nicht mehr stimmen. Es kann zu
einem Zeitpunkt im Restnetzwerk ein Fall wie in Abb. 5.4 vorliegen. Eine
Flusseinheit, die den leeren negativen Kreis benutzt, flieit hier anschlieend
nicht in den Knoten n,. Liegt der negative Kreis auf einem kiirzesten Weg von

s nach 4 (grau markiert), ist nicht bewiesen, dass er zugleich nicht Teil eines
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kiirzesten Weges von 4 nach t (rot markiert) ist. Somit ist nicht bewiesen,
dass das kiirzeste Wege Problem in allen Iterationen des SSP korrekt gelost

werden kann.

o t

2 7 2\
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Abbildung 5.4: In den Zwischenschritten des SSP kann es sein, dass nega-
tive Kreise im Restnetzwerk eine korrekte Berechnung der kiirzesten Wege
verhindern.

Selbst wenn dem so wire, ist das kein Beweis dafiir, dass das MCF
Problem korrekt gelost werden kann. Wie aus dem folgenden Beispiel aus
[Eig03] hervorgeht, fithrt das sukzessive Augmentieren entlang kiirzester We-
ge nicht unbedingt zu einer optimalen Losung. In Abb. 5.5(a) ist das Biindel
((1,4),(2,3)) durch die Konstruktion mit negativen Kreisen ersetzt, um her-
vorzuheben, dass sie nichts an der nicht optimalen Losung éndert. Die Kan-
ten, bzw. Pfade sind mit ihren Kosten, die Knoten sind mit ihren kiirzesten
Distanzen im aktuellen Restnetzwerk beschriftet. Nicht beschriftete Kanten
haben Kosten 0. Alle Kanten und Bogen haben Kapazitét 1, b(s) = 2 und
b(t) = —2.
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Abbildung 5.5: Der von SSP berechnete, nicht optimale Flus mit Kosten 5
((a),(b)) und der optimale Fluss mit Kosten 4 (c).
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Beispiel 5.1 Im Startnetzwerk Abb. 5.5(a) ist (s,1,4,5,t) der kiirzeste aug-
mentierende Weg von s nach t mit Kosten 1, der den negativen Kreis durch-
lauft. Im ndchsten Schritt (Abb. 5.5(b)) st (s,2,6,t) der kiirzeste Weg und
hat die Kosten 4. Somit liefert SSP einen Fluss mit Kosten 5 zuriick. Wiirde
man hingegen im ersten Schritt den in Abb. 5.5(c) rot markierten Weg von
s nach t mit Kosten 2 verwenden, wdre im zweiten Schritt der negative Kreis
frei und der blau markierte Weg (s,2,3,5,t) mit Kosten 2 kénnte benutzt wer-
den. Dieser Fluss hditte insgesamt Kosten 4 und wdire die optimale Losung
gewesen. SSP kann diesen Fluss nicht finden, da er in jedem Schritt entlang

eines kiirzesten Weges von s nach t augmentiert.

Es liegt ein dhnliches Problem wie bei Netzwerken mit negativen Kreisen
vor: die Kosten eines kiirzesten Weges in einem Iterationsschritt des SSP
héngen von den kiirzesten Wegen in den vorherigen Schritten ab.

Bei allen Netzwerk-Fluss basierten MCF Algorithmen, die auf dem Prin-
zip beruhen ’den kiirzesten Weqg zuerst zu fiillen’, wird dasselbe Problem

auftreten.

5.2 Eiglsperger’s Ansatz fiir das KMCF Pro-

blem

FEiglsperger hat das Problem mit den bisherigen Ansétzen zur Losung des
KMCEF- Problems erkannt. Er fand jedoch keinen korrekten Losungsansatz
fiir das KMCF Problem, sondern einen 2-Approximationsalgorithmus, der
in diesem Abschnitt vorgestellt wird.

Sei G = (V, E, F) ein planarer Graph mit einer fixen Einbettung P und
sei NX (P) = (N¥, AX) das dazugehorige Kandinsky Netzwerk, das wie in
Def. 4.2 definiert ist.

5.2.1 Ein Transformationsalgorithmus

In dem von Eiglsperger in [Eig03] vorgestellten Algorithmus wird zunéchst

das Min-Cost Flow Problem auf dem Kandinsky Netzwerk gelost, ohne da-
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bei die Biindelkapazititsbedingung zu beriicksichtigen. Die Losung x kann

dadurch Biindel enthalten, deren Kapazitét tiberschritten ist.

Definition 5.1 Ein Biindel B,,, = (aﬁv, aiv) wird als uberfiillt bezeichnet,
wenn

z(all,) + (al,) =2

ist. By, wird als leer bezeichnet, wenn beide Biindelkanten den Flusswert 0

haben und als nicht leer, wenn genau eine Biindelkante den Flusswert 1 hat.

x entspricht genau dann einer giiltigen Losung des Kandinsky MCF Pro-
blems, wenn es keine iiberfiillten Biindel enthélt. Ansonsten werden die iiber-
fiillten Biindel wie folgt durch Flussverschiebungen entlang geeigneter Kreise
in nicht iiberfiillte Biindel transformiert.

In den folgenden Zeichnungen sind aus Ubersichtlichkeitsgriinden von den
zwei [ — f Kanten zwischen zwei Fldchen jeweils nur eine eingezeichnet, die

v — f Kanten sind nicht eingezeichnet.

ny

Abbildung 5.6: Das Nachbarbiindel von einem iiberfiillten Biindel ist nicht
iiberfiillt.

Sei B (v) die zyklische Liste der um den Knoten n, € NX angeordneten
Biindel und A = (aR, aL) ein iiberfiilltes Biindel in dieser Liste. Weiters seien
B = (bR, bL) das linke und C' = (CR, cL) das rechte Nachbarbiindel von A
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(Abb. 5.6). Dann gilt:

z(b") = 0 wegen ucap (hv) =1 und z (¢") =1 und (5.1)
z(c) = 0 wegen ucap (hv') =1 und z (a") = 1. (5.2)

Fiir B gibt es zwei Moglichkeiten:

o Ist x (bR) = 0, dann ist B ein leeres Biindel.

o Ist x (bR) =1, dann ist B nicht leer und fiir den linken Nachbarn von

B liegt derselbe Fall wie fiir B vor.

Geht man also von A aus nach links, trifft man solange auf nicht leere
Biindel, bis man zuletzt auf ein leeres Biindel stofit. Das ist spétestens dann
der Fall, wenn man den Knoten n, umrundet und C' erreicht hat, fiir den

dann z (cR) =z (CL) = 0 ist.

Abbildung 5.7: Eine maximale Teilliste I mit r(I) =1, [(I) = 2.

Dieselben Uberlegungen gelten fiir die Biindel rechts von A. Folglich ent-
hilt jede Teilliste von B (v), die aus nicht leeren Biindeln besteht, hochstens
ein iiberfiilltes Biindel. Eine solche Teilliste von nicht leeren Biindeln und ei-
nem {iiberfiillten Biindel, das von beiden Seiten an ein leeres Biindel angrenzt,
wird als mazximale Teilliste bezeichnet.

Sei I (v) die Menge aller maximalen Teillisten in B (v). Fiir jedes I € I (v)
sei 7 (I) (bzw. [ (I)) die Anzahl der nicht leeren Biindel rechts (bzw. links)
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von dem iiberfiillten Biindel in I (Abb. 5.7). Es gibt zwei Moglichkeiten, das

iiberfiillte Biindel in I zu korrigieren:

ny ny

@ (b)

Abbildung 5.8: Links- und Rechts-Transformation bei einem iiberfiillten Biin-
del.

Links-Transformation: Der Fluss kann entlang des in Abb. 5.8,(a) mit
griinen Pfeilen markierten Kreises mit Kosten 2 um eine Einheit verschoben
werden. Ist das Biindel links von dem iiberfiillten Biindel nicht leer, dann
wird es nach diesem Kreisfluss zu einem iiberfiillten Biindel. In dem Fall wird
derselbe Kreisfluss fiir dieses Biindel wiederholt. Nach insgesamt [(/) + 1
Schritten kann man aufhoren, da das leere Biindel links von I erreicht ist
und kein neues, iiberfiilltes Biindel mehr entsteht. Insgesamt hat eine solche
Links-Transformation die Kosten 2 - (I(I) + 1).

Eine Rechts-Transformation kann auf die gleiche Weise, nur spiegel-
verkehrt und in die andere Richtung durchgefiihrt werden (Abb. 5.8,(b)) und
hat die Gesamtkosten 2 - (r(I) + 1).

Es kann nun alles wie folgt zusammengefasst werden:

Algorithmus 5.1 Der Transformationsalgorithmus von FEiglsperger
(TE)

TE1 Lése das Kandinsky MCF Problem auf dem Kandinsky Netzwerk ohne
Biindelkapazititsbeschrinkung.

— Zu diesem Problem existiert immer eine ganzzahlige Losung.



KAPITEL 5. LOSUNGSANSATZE FUR DAS KMCF PROBLEM 68

TE2 Fir alle Knoten v € V, korrigiere alle tberfillten Biindel in I (v)

o mittels einer Links-Transformation, wenn

SN < > ()

Iel(v) Iel(v)

e mittels einer Rechts-Transformation, wenn

S>> ).

Iel(v) 1e1(v)

Satz 7 Der Transformationsalgorithmus berechnet eine 2-Approximation fiir
das Kandinsky MCF Problem.

Beweis. [Eig03] Sei x die Losung des KMCF Problems ohne Biindelkapazi-
tétsbeschrinkung mit dem Zielfunktionswert zrp; = z (z). Es ist klar, dass

211 < Zopt ist. Es ist auf jeden Fall

veV Iel(v)

da jedes nicht leere Biindel in I den Kostenfaktor 1 und das eine iiberfiillte
Biindel den Kostenfaktor 2 hat.
Da |I|=1(I)+r(I)+ 1 ist, gilt auerdem

=
~—
~
S~—
+
[—Y
=
AN

Il +1 wenn !l (I) <r (/) und (5.3)

2.
2-(r(H)+1) < |I|+1 wennr(I)<I(I). (5.4)

Seien
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Fiir die Transformationskosten gilt daher

o = 222 J+D+ YD 2-(r(I)+1) (5.5)

veV, Iel(v veV I€l(v)

< ZZ (1] +1) +ZZ (1] +1) (5.6)
veVy Iel(v veVyr Iel(v
vGVIeI(v

Sei  der von dem Transformationsalgorithmus berechnete Fluss. Fiir

seine Kosten zpp = 2 (2) gilt

2rE = 2rp1 o <2 2rp1 <2 Zop

5.2.2 Eine verbessernde Heuristik

Der obige Algorithmus transformiert einen Fluss mit iiberfiillten Biindeln
in eine giiltige Losung des KMCF Problems, indem es in einem Durchlauf
explizit die Flusswerte von Kanten innerhalb maximaler Teillisten veréndert.
Eiglsperger fiihrt an dieser Stelle eine verbessernde Heuristik ein, den wir als
den Sukzessiven Transformationsalgorithmus bezeichnen und die eine bessere

Leistung erzielen soll.
Algorithmus 5.2 Der Sukzessive Transformationsalgorithmus (ST)

ST1 Lose das Kandinsky MCF Problem auf dem Kandinsky Netzwerk ohne
die Biindelkapazititsbeschrinkung.
Enthidlt die Lésung tberfillte Biindel, gehe zu ST2. Andernfalls, gehe
zu STY.

ST2 Fiir jeden Knoten v € V korrigiere die tberfillten Biindel in B (v)
(wenn vorhanden) mittels einer Links- oder Rechtstransformation (Alg. 5.1,
TE2).
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ST3 Setze die obere Kapazitit jener Biindelkanten auf Null, die vor der
Transformation den Flusswert 1, nach der Transformation den Fluss-

wert 0 besitzen.
Gehe zu ST1.

STy Terminiere mit einer Ndherungslosung fiir das KMCF Problem.

In den einzelnen Iterationen kann die Losung in ST1 jedoch iiberfiill-
te Biindel enthalten, die nicht ohne weiteres korrigiert werden kénnen. Aus
dieser Beschreibung der Heuristik geht nicht hervor, wie in solchen Situa-
tionen vorgegangen werden soll. Betrachten wir dazu folgenden Fall: Sei
A = (a®,a") € I ein iiberfiilltes Biindel in B (v), fiir den in der transfor-
mierten Losung die Kante a” den Flusswert Null hat (Abb. 5.9(a)), sodass

im 2. Schritt ucap (aL) = 0 gesetzt wird.Sei in einem spéteren Durchlauf

N’ e
<

@ (b)

Abbildung 5.9: (a) Nach einer Rechts-Transformation hat die Kante a” den
Flusswert 0. Sie wird daher gesperrt. (b) Die Kante ¢ wird gesperrt.

C = (cf,c") ein iiberfiilltes Biindel, fiir den in der transformierten Losung
die Kante ¢ den Flusswert 0 hat. Es wird daher ucap (CR) = 0 gesetzt
(Abb. 5.9,(b)). Ist in einem spéteren Durchlauf das Biindel B = (b¥, %)
iiberfiillt, kann es nicht korrigiert werden, da sowohl Links- als auch Rechts-
Transformation nicht moglich sind, ohne dabei Fluss durch die gesperrten
Biindelkanten zu schicken (Abb. 5.10).

In unserer Implementierung korrigieren wir in dem Fall das Biindel B

wie gewohnt (TE2), indem wir dabei alle gesperrten Biindelkanten, die nach
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ny

Abbildung 5.11: Es werden die zuvor gesperrten Kanten der Biindel C und
D freigegeben und jeweils die anderen Kanten gesperrt.

der Transformation den Flusswert 1 haben, wieder freigeben und die andere
Kante des jeweiligen Biindels sperren (Abb. 5.11). Die Heuristik terminiert
weiterhin, da in einem solchen Schritt kein gesperrtes Biindel (ein Biindel mit
mindestens einer gesperrten Kante) wieder freigegeben und mindestens ein
weiteres Biindel gesperrt wird (Abb. 5.12). Die Gesamtkosten dieses Modi-
fizierten Sukzessiven Transformationsalgorithmus sind im schlimmsten Fall
quadratisch in der Anzahl der Biindel, da jedes Biindel bei Bedarf beliebig

oft umgeschaltet werden kann.
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Abbildung 5.12: Nach der Korrektur ist das Biindel B gesperrt.

5.3 Simple Kandinsky Zeichnungen

In [BDDOO] stellen die Autoren das Simple Kandinsky Modell vor, in der
knickminimale Zeichnungen mit Hilfe eines viel einfacheren Netzwerkes be-
rechnet werden kénnen.

Die durch die Biindel verursachte Schwierigkeit wird umgangen, in dem
Knotenknicke nur in eine Richtung erlaubt werden. Das fithrt zu einem Biin-

delfreien Netzwerk.

Definition 5.2 Fine Simple Kandinsky Zeichnung ist eine Kandinsky
Zeichnung, die zusdtzlich folgende Bedingungen erfillt:

1. Knoten mit Grad > 4 haben auf jeder Seite mindestens eine inzidente
Kante.

2. An Knoten mit Grad < 4 sind keine 0°-Winkel erlaubt.

3. Es sind nur Knotenknicke nach rechts erlaubt.

Die zu einem Knoten inzidenten Kanten werden also moglichst auf die
vier Seiten des Knotens verteilt und 0°-Winkel nur dort eingefiihrt, wo sie
unbedingt notig sind. Das macht das Problem aber nicht einfacher. Erst

die Einschrinkung, dass alle Knotenknicke in eine Richtung, ndmlich nach
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rechts, knicken diirfen, fithrt zu einer Vereinfachung im Kandinsky Netzwerk
und ermoglicht so die Verwendung von klassischen MCF Algorithmen.
Vereinfachen wir das in Def. 4.2 eingefiihrte Kandinsky Netzwerk soweit,

dass es zunéchst nur die 3. Einschrinkung einhilt:

><
e , e

e

@

1

nv

Abbildung 5.13: Knotenknicke im Simple-Kandinsky Modell

Wenn zwei aufeinanderfolgende Kanten e und e/ auf der Fliche f; einen
0°-Winkel formen (Abb. 5.13) , muss die Kante e/, die in der zyklischen Liste
K(f1) nach der Kante e kommt, nach aulen knicken. Die f — h Kante, die
einem Links-Knotenknick auf der Kante e entspricht, wird nicht eingefiihrt.
Das gilt fiir alle Kanten e € E.

Wir entfernen folglich alle Kanten in der Menge {al, = (ns, hu,) : f =
face(v,u)} aus dem Kandinsky Netzwerk, wodurch es keine Biindel mehr ent-
hilt. Somit kann ein minimaler Kostenfluss auf diesem vereinfachten Kand-
insky Netzwerk mit den gewohnlichen MCF Algorithmen in polynomialer Zeit
berechnet werden. Die Einschrdnkungen 1. und 2. sind fiir die Vereinfachung

des Problems daher nicht unbedingt notwendig.

Definition 5.3 One Way Nodebend (OWN) Kandinsky Netzwerk
Sei G = (V,E,F) ein planarer Graph und sei N¥ = (NX AK) das nach
der Def. 4.2 aufgestellte Kandinsky Netzwerk. Wir bezeichnen das Netzwerk
(NF, AR —{al }) (baw. (NF, AK —{af,})) als das OWN Kandinsky Netz-
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werk, in der die Teilmenge Arpy von Kanten gegeben ist durch

AFH = {aiv = (nf7 hw,v) | f = face(ua U), (U),’U) = predf(”a U)
(u,v), (v,u), (w,v) € E}
(baw. Apy = {al, = (ng, hup) | f = face(v,u), (u,v),(v,u) € E} )

Satz 8 Sei G = (V, E, F) ein planarer Graph. Jeder giiltige Fluss x im OWN
Kandinsky Netzwerk, das wie in der Def. 5.3 beschrieben aufgebaut ist, ent-
spricht einer giiltigen Kandinsky Zeichnung des zugrunde liegenden Graphen
G ohne Links-Knotenknicke (bzw. ohne Rechts-Knotenknicke).

Beweis. Wir miissen zeigen, dass jeder giiltige Fluss im OWN Kandinsky
Netzwerk einer Repriisentation entspricht, die den Kriterien (K7r1)-(Kr4)
(S. 24) und (Kr5) (S. 38) geniigt.

» Krl ist automatisch erfiillt, da wir das Netzwerk entsprechend der

planaren Repriisentation des Graphen GG aufstellen. v

» Kr2 Die Bit-Strings erstellen wir auf folgende Weise: Fiir jedes Paar
(U,'U), (Uau) € E:

S(u,v) = 1$(d5u) 1$(a55)0x(a5’5)0z(a5’v)
S(ou) = 1x(a§,v)1x(af§)0z(a£5)0x(a5u)

(bzw. analog fiir den Fall ohne-Rechts-Knotenknicke). Somit ist (K72)
ebenfalls erfiillt. v/
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» Kr3 Sei f € F eine innere Fliiche.

20fl+ 3 (0(afF) +x(ah,) = (afF) = 2(alT))

2/ - 1fl+4-1fl- S (¢(ah,) -z (@)

S o)

r(u,v)eK(f)

a(uvv) )

u,v - u,v 2——
> (sl = IS@uh + %
T(’u,v)EK(f)

——(If|-4) (GL 43)

A

™~

T(u,v)EK(f)

> (el e (@) +1)

T(u,v)eK(f)

=0 (GL 4.5)

A

~

T(u,v)eK(f)

4 v

Fiir den Fall ohne Rechts-Knotenknicke ersetzt man oben aff’v durch

CLL

v,U

und af, durch af,. Der Rest bleibt gleich und ist giiltig. Auf die

gleiche Weise kann man zeigen, dass fiir die Auflenfléiche f, gilt:

» Kr4

Z plu,v) =—4 Vv

T(u,v) eK(fO)

> e
(u,v)€In(v)
S (afal®) - () £ 1) -0

(u,v)€In(v)
=4—deg(v) (Gl. 4.2)

Z (x(a}ff) — x(af}}/)) 90 + deg (v) - 90
(u,v)€In(v)

360 v

-~
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» Kr5 Ist erfiillt, da jedem 0°-Winkel ein Rechts-Knotenknick af, (bzw.

Links-Knotenknick) zugeordnet werden kann. v/
n

Definition 5.4 Mit One Way Nodebend Kandinsky Zeichnungen be-
zeichnen wir Kandinsky Zeichnungen ohne Links-Knotenknicke (bzw. ohne
Rechts-Knotenknicke).

Das in [BDDO00] eingefiihrte Netzwerk zur Berechnung knickminimaler
Simple Kandinsky Zeichnungen ist aufgrund der zusétzlichen zwei Einschrén-
kungen viel einfacher gebaut als das OWN Kandinsky Netzwerk. Das MCF
Problem kann aber auf beiden in polynomialer Zeit gelost werden. Solan-
ge man Knotenknicke nur in eine Richtung erlaubt ist es Geschmackssache,
ob man die Kanten um einen Knoten moglichst auf alle vier Seiten verteilt

haben mochte oder nicht.

5.4 Der Cyclic-Shift Ansatz

In diesem Abschnitt stellen wir einen neuen Algorithmus mit Giitegarantie 2
vor, der in der Praxis sehr gute Ergebnisse liefert. Dazu wird das Kandinsky
MCF Problem zunéchst als Ganzzahliges Lineares Programm formuliert. Da-
bei verwenden wir das in Abschn. 4.2.2 beschriebene Alternative Kandinsky
Netzwerk als Grundlage. Ausgehend von der nicht ganzzahligen Losung der
LP-Relaxierung wird eine ganzzahlige Losung konstruiert, die im schlimms-

ten Fall hochstens zwei Mal so schlecht wie die LP-Losung ist.

5.4.1 Die ILP-Formulierung des KMCF Problems

Es ist moglich, eine ILP-Formulierung fiir das Kandinsky Knickminimie-
rungsproblem aufzustellen, die direkt auf der Kandinsky Reprisentation ba-
siert [EFKO00]. Wir nehmen in unserer ILP-Formulierung das Alternativ Kand-

insky Netzwerk als Basis.
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Sei G = (V,E,F) ein planarer Graph mit fixer Einbettung P und sei
NAK(P) = (N, A) das Alternativ Kandinsky Netzwerk, das wie in Def. 4.3
(S. 53) definiert ist.

Mit jeder Kante a € A im Netzwerk sind drei ganze Zahlen assoziiert:
Kosten: cost(a) > 0, eine untere Kapazitéitsgrenze lcap(a) > 0 und eine
obere Kapazititsgrenze ucap(a) > 0

Mit jedem Knoten n, € N ist eine ganze Zahl assoziiert: Bedarf b(n,) € Z.

Fiir jede Kante a € A fiihren wir eine Flussvariable z(a) ein. Das Ganz-
zahlige Lineare Programm fiir das Kandinsky Min-Cost Flow Problem (KMCF-
ILP) ist wie folgt definiert:

min Z cost(a) - z(a) (5.8)

sodass

> a(a) = D x(a) =b(n) Vn e N (5.9)

a€O0ut(n) a€ln(n)
z(al,) +z(al,) <1 V(u,v) € B (5.10)
lcap(a) < z(a) < ucap(a) Vaec A (5.11)
z(a) ganzzahlig Va € A (5.12)

E ist hier die Menge der Richtungskanten (siche Def. 2.11, S. 11, ). Die
Ungleichung 5.10 bezeichnen wir als die Biindelkapazitdtsbedingung, wobei
By, = (a%,,al,) ein Biindel im Netzwerk ist (siehe Def. 4.3, S. 53).

w9 u,v

5.4.2 Der Cyclic-Shift Ansatz

Wir lassen nun die Ganzzahligkeitsbedingung 5.12 weg und 16sen die dadurch
resultierende LP-Relaxierung des Problems. Wegen der Bedingung 5.10 ist
die Losung = der LP-Relaxierung im allgemeinen nicht ganzzahlig. Es gibt
also Kanten mit nicht ganzzahligen Flusswerten, insbesondere Biindel B, ,,

fir die a’, und aiv beide nicht ganzzahlige Flusswerte haben, die in der

u,v
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Summe < 1 sind.
Definition 5.5 Sei x die Lisung der LP-Relazierung des KMCF-ILPs fiir
einen Graphen G = (V, E, F). Jene Biindel B,,, fir die

z(al,) >0 A z(al,) >0

u,v

1st, bezeichnen wir als kritische Btindel. Die Biindel, in denen mindestens

eine Kante den Flusswert 0 hat, nennen wir unkritisch.

Der Cyclic-Shift Algorithmus, der im weiteren detailliert beschrieben wird,

kann wie folgt zusammengefasst werden:

Algorithmus 5.3 Cyclic-Shift Algorithmus (CS)
Eingabe: Planarer Graph G = (V, E, F') mit fizer Einbettung P.
Awusgabe: Fine regionerhaltende Kandinsky Reprasentation des Graphen

G mit zcs Knicken fiir die folgende Abschdtzung gilt:
zcs S 2- Ropt

wobei zop die minimale Knickanzahl der optimalen Losung ist.

CS1 FEs wird die LP-Relazierung des Kandinsky MCF Problems geldst.
— Es entsteht eine optimale, jedoch nicht ganzzahlige Losung mit Ziel-

funktionswert zcsi. Es gilt zos1 < Zopt.

CS2 FEs werden geeignete Kreisfliisse angebracht, durch die in einer Kante
jedes Biindels der Fluss 0 erzeugt wird.
— Dieser Schritt verursacht zusdtzliche Kosten, der Zielfunktionswert

erhoht sich auf zogo, die durch

zos2 <2 zos1

abgeschdtzt werden kann (siehe Abschn. 5.4.4).
Die auf 0 zu setzenden Biindelkanten und die entstehenden Kosten kin-
nen auch ohne Modifikation der Flisse ermittelt werden (und nur dar-

auf kommt es an!), sodass man letzteres auch lassen kann.
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CS3 Aus jedem Biindel wird fiir eine Kante mit dem Flusswert 0 die obere
Kapazititsgrenze auf O gesetzt.
— Danach kann von jedem Biindel nur mehr hochstens eine Kante
Fluss aufnehmen, sodass die Biindelkapazititsbeschrinkung entfallen
kann. Dadurch reduziert sich das KMCF Problem auf ein gewdohnliches
MCF Problem (siehe Def. 2.15).

CS4 Die LP-Relazierung des in CS3 entstandenen MCF Problems wird von
neuem mit ganzzahligen Startwerten geldst.
— Es entsteht eine ganzzahlige, zuldssige Niherungslosung fiir das KM-
CF Problem mit dem Zielfunktionswert zcs, sodass zos < zcss iSt.
Daher gilt die Abschdtzung

zcs S 2'ZCSI S 2'Zopt

CS5 Transformiere die jetzt ganzzahlige Losung in eine Kandinsky Reprd-

sentation mit zcs < 2 - Zopr Knicken. [

Beim Auffinden einer optimalen Losung des KMCF Problems kommt es
im Grunde nur darauf an, in jedem Biindel die richtigen Kante auf Fluss 0
zu setzen. Im besten Fall werden in Schritt CS3 genau jene Biindelkanten
gesperrt, die in einer optimalen Losung keinen Fluss enthalten. Da uns lei-
der keine Kriterien fiir eine solche optimale Auswahl zur Verfiigung stehen,

versuchen wir moglichst gute Auswahlkriterien festzulegen.

In einem unkritischen Biindel sperren wir die Kante, welches durch die
LP-Losung schon den Fluss 0 erhalten hat. Bei einem kritischen Biindel ver-
suchen wir Kreisfliisse mit moglichst geringen Kosten zu finden, die es unkri-
tisch machen (Schritt CS2) und sperren die Kante, die danach den Flusswert
0 hat.

Sei B (v) die zyklische, im Uhrzeigersinn um einen Knoten n, angeordnete
Liste von Biindeln. Wir zeigen nun, wie man alle kritischen Biindel in B (v)
in unkritische Biindel transformieren kann. Dabei ist in den Fillen 1 und 2
A= (aL , aR) ein kritisches Biindel, das rechts neben einem nicht kritischen
Biindel B = (b*,b") steht. Sind alle Biindel in B (v) kritisch, liegt Fall 3 vor.
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Aus Griinden der Ubersichtlichkeit wird in den folgenden Zeichnungen
von den zwei f — f Kanten, die zwischen zwei Fldchen verlaufen, immer nur

eine eingezeichnet.

Fall 1: Wir setzen voraus, dass x (bL) = 0 ist.

f fg f fg
e }—° o @—e> f
S N > 3 %
\
N V4
NN
v\
hf //}\\ hf
Ve
/ AN
0 | 4N\ 0 0
—
I
vl v vh v
7
7
ny ny

(@) (b)

Abbildung 5.14: Eine Links-Korrektur vom Typ 1.

In diesem Fall ist

z(a") 4+ 2 (vh) > 1 wegen z (b*) =0 und leap(hf) =1 (5.13)

z (a®) + 2 (a") < 1 wegen der Biindelkapazitit (5.14)
Daher gilt
z(vh) > z(a®)

Somit kann der Fluss entlang des in Abb. 5.14,(a) durch kurze, griine Pfei-
le gekennzeichneten Kreises (—a”, fg, aff, —vh, vh‘) um z(a”) Einheiten
augmentiert werden. Nach dieser Augmentierung ist der Fluss in a® gleich 0
und das Biindel A somit unkritisch (Abb. 5.14,(b)). Am Biindel B hat sich

nichts gedndert.
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Diese Korrektur, die wir als eine Typ 1 Korrektur bezeichnen, hat

insgesamt Kosten

cost1 (4) = z(a”) - (cost(fg) + cost(a") — cost(a®))
= z(a")

Dies ist eigentlich eine obere Schranke. Im giinstigeren Fall hat die Kante
gf eine positive Kapazitiit, sodass sie einen Teil des Kreisflusses aufnehmen
kann. Ein Teil der von fg verursachten Kosten wird in dem Fall von der
in negativer Richtung durchlaufenen Kante gf wieder aufgehoben und man
kommt insgesamt auf geringere Kosten. Da wir aber im allgemeinen nicht
davon ausgehen koénnen, werden wir im folgenden diese (und #hnliche) Fille
aufler Acht lassen. Wir verwenden weiterhin die Bezeichnung ’Kosten’, be-
halten aber im Kopf, dass es sich in Wirklichkeit um eine Kostenschranke
handelt.

Man beachte, dass die Biindelkanten und die Kanten, die zwischen zwei
Fldchen verlaufen, Kosten 1 haben. Alle anderen Kanten im Netzwerk haben
Kosten 0 (Def. 4.3).

Im spiegelverkehrten Fall, in dem A links von dem nicht kritischen Biindel
B mit x (bR) = 0 steht, kann die Typ 1 Korrektur analog in die andere
Richtung durchgefiihrt werden und hat die Kosten

costr 1 (A) = z (a) .

Fall 2: Wir setzen voraus, dass x (bR) = 0 ist.
In diesem Fall augmentieren wir zunéchst (falls x (hf) > 1) den Fluss entlang
des Kreises (—a”, gf, —hf) mit Kosten 0 um min {z (a®), z (hf)—1}
Einheiten (Abb. 5.15,(a)). Danach gibt es zwei Moglichkeiten:

e Fluss in a’ gleich 0: dann ist das Biindel A unkritisch, und es ist weiter

nichts zu tun.

e Fluss in hf an der unteren Grenze 1: dann ist wegen der Flusserhal-

tungsbedingung der Zufluss von b* und af in den Hilfsknoten < 1.
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Abbildung 5.15: Eine Links-Korrektur vom Typ 2.

Daher kénnen wir den Fluss entlang des in Abb. 5.15,(b) durch kurze,
griine Pfeile gekennzeichneten Kreises (—aR, qgf, fe, bL) SO augmen-
tieren, dass danach a® den Fluss 0 hat und das Biindel A unkritisch
ist (Abb. 5.15,(c)). Im Biindel B bleibt z (b*) = 0 erhalten, der Fluss
in b wird vergroBert, bleibt jedoch < 1.

Diese Korrektur, die wir als eine Typ 2 Korrektur bezeichnen, hat

insgesamt Kosten

costr 2 (A) = z(a”) - (= cost(a™) + cost(gf) + cost(fe) + cost(b"))
= 2.z (aR)

Analog hat eine Typ 2 Korrektur in die andere Richtung (sofern wieder Fall
2 vorliegt) die Kosten

costr (A) =2z (a®).

Bemerkung 5.2 Steht rechts von Biindel A ein weiteres kritisches Biindel,
konnen wir die gleiche Korrektur nun auf dieses anwenden. Es ist also leicht
einzusehen, dass bei jedem Knoten n,, dessen Biindelliste B (v) mindestens
etn unkritisches Biindel enthdlt, alle kritischen Biindel um diesen Knoten in

unkritische Biindel transformiert werden konnen.
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Fall 3: Wir setzen voraus, dass alle Biindel um den Knoten n, kritisch

sind. In diesem Fall benutzen wir bei den Biindeln A und B dieselben korri-

Abbildung 5.16: Alle Biindel um 7, sind kritisch.

gierenden Kreisfliisse wie bei der Typ 2 Korrektur (Abb. 5.16). Das Biindel
A wird dadurch unkritisch, das Biindel B bleibt kritisch. Da die Typ 2 -
Voraussetzung x (bR) = 0 nicht erfiillt ist, wird dabei seine Biindelkapazitét
moglicherweise iiberschritten, nicht aber die Kapazitéit der einzelnen Kanten
b® und bE.

Falls die Uberschreitung der Biindelkapazitit nicht auftritt, konnen wir
alternativ mit dem Durchlauf aufhéren und fiir die restlichen kritischen Biin-
del wie in Fall 1 oder Fall 2 vorgehen. Andernfalls miissen wir die oben fiir
die Biindel A und B beschriebenen Operationen auf die Biindel B und C'
anwenden. Dadurch erreichen wir ein unkritisches Biindel B und beseitigen
auch die Kapazititsverletzung bei diesem Biindel.

Danach fahren wir entsprechend fort. Spétestens enden diese Fortsetzun-
gen erfolgreich nach einer vollen Umrundung des Knotens n,,, weil beim letz-
ten Biindelpaar (rechter Nachbar von A und A selbst) wegen z (a) = 0 eine
gewohnliche Typ 2 Korrektur stattfindet (Abb. 5.17,(a)). Danach sind alle
Biindel um 7, unkritisch (Abb. 5.17,(b)).
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(b)

Abbildung 5.17: Bei dem letzten kritischen Biindel findet eine Typ 2 Kor-
rektur statt.

Die Gesamtkosten, die bei dieser Korrektur entstehen, sind

costrs (B(v) = Y 2-x(a").

(al,aR)eB(v)

Diese Fall 3-Korrektur kann auf die gleiche Weise (nur Spiegelverkehrt)
in die andere Richtung (von A aus nach rechts) durchgefiihrt werden und hat

in dem Fall Gesamtkosten

costr 3 (B (v)) = Z 2z (a")

(al,aR)eB(v)

Bemerkung 5.3 Wir konnen nun mit den bisher eingefiihrten Korrektur-
Methoden alle kritischen Biindel in einer nicht ganzzahligen Lésung in un-

kritische Biindel transformieren.

Bei diesen Transformationen haben wir immer zwei Moglichkeiten: Bei

Typ 1 und 2 kénnen wir eine Folge K von benachbarten, kritischen Biindeln
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von links nach rechts (im UZS) korrigieren:

Typl Korrektur hat Kosten: costy,; (K) = Z x (a)
(al,aR)eK
Typ 2 Korrektur hat Kosten: costy,» (K) = Z 2.z (al?)

(al,al)eK

oder von rechts nach links (gegen UZS):

2.

Typl Korrektur hat Kosten: costg 1 (K) =
(al,aR)ek
(K) =
(

z (af?)
Z 2z (a*) .

alaR)eK

Typ 2 Korrektur hat Kosten: costg 2

Bei Typ 3 kénnen wir den Knoten n, im Uhrzeigersinn umkreisen

mit Kosten: costg 3 (B (v)) = Z 2z (a)

(al,aft)eB(v)

oder umgekehrt

mit Kosten: costy 3 (B (v)) = Z 2z (a®).

(al,aR)eB(v)

In jedem Fall wihlen wir die Richtung aus, in der die geringeren Kosten
entstehen. Dadurch bleiben die gesamten zusétzlichen Kosten, die fiir diese
Korrekturen hochstens entstehen konnen, begrenzt. IThre Abschétzung erfolgt
spéter in Abschn. 5.4.4.

Steht einmal fest, welche der oben beschriebenen Korrekturen durchge-
fithrt werden soll, sind damit auch die zu sperrenden Biindelkanten festgelegt.
Wir setzen deren obere Kapazititsgrenze auf 0 und erhalten somit ein ge-
wohnliches MCF-Netzwerk, auf dem ein kostenminimaler Fluss in polynomia-
ler Zeit berechnet werden kann (CS3). Auf diesem Netzwerk generieren wir
eine neue, ganzzahlige Startlosung und l6sen die LP-Relaxierung von neuem
(CS4). Die Losung ist jetzt ganzzahlig und kann in eine korrekte Kandinsky

Reprisentation transformiert werden.
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Die durch die Korrekturen ermittelten Fliisse brauchen wir weder fiir die
darauffolgenden Schritte CS3 und CS4 noch fiir die Kostenabschéitzungen.
Es ist also nicht notwendig, sie explizit durchzufiihren. Es kommt nur darauf
an, welche Kanten in den einzelnen Biindeln gesperrt werden und welche
Kostenerhshungen dadurch fiir das neue MCF-Netzwerk entstehen. Das lésst

sich mit den Korrekturen leichter erkliren.

5.4.3 Ein Beispiel

Abbildung 5.18: Hier entscheiden wir uns fiir eine Typ 1 Korrektur im UZS.

In Abb. 5.18 sind drei benachbarte, kritische Biindel zu sehen, fiir die
links beide Fille zugleich vorliegen und rechts Fall 2 vorliegt. Eine Typl
Korrektur im UZS hat Kosten 1.5, withrend die Kosten einer Typ 2 Korrektur
im oder gegen den UZS bei 3 liegen. Es wird also eine Typ 1 Korrektur
im UZS durchgefiihrt. Danach sind die drei Biindel unkritisch und ihre zu
sperrenden Kanten somit festgelegt (siche Abb. 5.19).

Fiir die zwei benachbarten, kritischen Biindel in Abb. 5.20 liegt auf
beiden Seiten Fall 2 vor. Da beide Richtungen die gleichen Korrekturkosten
haben (2:0.542-0.5 = 2), kann eine beliebige ausgewiihlt werden (Abb. 5.21).

An dieser Stelle kommt die Frage auf, ob unser Auswahlkriterium nicht

verfeinert werden kann, sodass die Wahrscheinlichkeit, die richtige Wahl ge-

troffen zu haben, erh6ht wird. Dazu kommen wir in Abschn. 5.4.5 zuriick.
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Abbildung 5.19: Nach der Korrektur liegen die zu sperrenden Biindelkanten
fest.

Abbildung 5.20: Beide Richtungen haben dieselben Korrekturkosten.

5.4.4 Eine Analyse des Algorithmus

Terminierung

Alle kritischen Biindelfolgen werden nacheinander wie in Abschn. 5.4.2 be-
schrieben, in unkritische Biindel transformiert. Dabei ist fiir jedes kritische
Biindel genau eine Operation erforderlich. Die Termination ist selbstver-
standlich.

Korrektheit

Es ist zu zeigen, dass im 2. Schritt des Alg. 5.3 tatséchlich alle kritischen
Biindel mit Hilfe der oben beschriebenen Korrekturen in unkritische Biindel
transformiert werden.

Es ist klar, dass eine Folge von benachbarten, kritischen Biindeln fiir sich
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Abbildung 5.21: Beide Korrekturen haben dieselben Kosten.

ohne Probleme korrigiert werden kann. Da solche kritischen Biindelfolgen
nacheinander bearbeitet werden, stellt sich die Frage, ob und inwiefern die
Korrektur einer Biindelfolge die einer anderen beeinflusst.

Sind zwei Biindelfolgen um unterschiedliche Knoten angeordnet, hat die
Korrektur der einen keinen Einfluss auf die Korrektur der anderen, da die je-
weiligen Kreisfliisse keine gemeinsamen Kanten mit beschriankter Kapazitit
haben, die eine Augmentierung entlang beider Pfade verhindern kénnten. Ein
Problem kann nur dann auftreten, wenn beide Biindelfolgen um denselben
Knoten n, angeordnet sind und -eine von rechts, eine von links- an dasselbe

nicht kritische Biindel angrenzen.Hat dabei eines der Kanten des nicht kri-
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Abbildung 5.22: Zwei kritische Biindel, die an dasselbe nicht kritische Biindel
angrenzen.

tischen Biindels einen positiven Flusswert, liegt fiir eines der benachbarten
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Biindel Fall 1, fiir den anderen Fall 2 vor (Abb. 5.22). Die korrigierenden
Kreisfliisse der Biindel A (griin eingezeichnet) und C' (blaue Pfeile) schneiden
sich nicht, was deshalb auch zu keinem Problem fiihrt.

Haben hingegen beide Kanten des Biindels B den Flusswert 0, liegen fiir A
und C' die Fiille 1 und 2 zugleich vor (Abb. 5.23). Es diirfen jedoch nicht beide
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Abbildung 5.23: Zwei kritische Biindel, die an dasselbe nicht kritische Biindel
angrenzen, dessen Kanten beide den Flusswert 0 haben.

mit einer Typ 2 Korrektur repariert werden, da dadurch ein neues kritisches
Biindel (B) entstehen wiirde. Dieser Fall tritt in unserem Algorithmus auch
nicht ein: Wird fiir eines der kritischen Biindel, z.B. A, eine Typ 2 Korrektur
durchgefiihrt, ist nach den entsprechenden Augmentierungen x (bL) # 0.
Danach liegt fiir C' nur mehr Fall 1 vor, womit eine Typ 2 Korrektur fiir

dieses Biindel ausgeschlossen wird.

Die Giitegarantie

Satz 9 Wihrend der Biindelkorrekturen wird der Zielfunktionswert des LPs
hochstens auf das doppelte erhoht.

Beweis. Sei x die Losung der LP-Relaxierung des Kandinsky MCF Problems

mit dem Zielfunktionswert z(x). Da auf jeder Biindelkante der Kostenfaktor
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1 vorliegt, gilt jedenfalls
x) > Z (z (af) +z (a")) (5.15)

wobei iiber alle Biindel (a’,al?) addiert wird.

Sei B = {K1,Ks,...,K;} die Menge aller kritischen Biindel in dem nicht
ganzzahligen Teilnetzwerk, wobei jedes K; = (Bl, By, ..., Bkj) eine Folge von
(aF, ok

a:;,a; )VGI‘—

benachbarten kritischen Biindeln ist. Bei seinen Biindeln B; = (a;, a;

zichten wir zur Vereinfachung der Schreibweise auf eine weitere Indizierung
mit j. Fiir alle moglichen Félle beziiglich der Korrektur (Félle 1, 2 oder 3),
betrachten wir die Kosten beim Abarbeiten von links und von rechts; da wir
immer die giinstigere Richtung auswihlen, ist davon jeweils das Minimum zu

nehmen:

e Links und rechts von K; liegt Fall 2 vor:

k;
cost (IC;) = min Z 2 x Z 2-x (af)
i=1

e Links von K; liegt Fall 2 vor, rechts Fall 1:

k; kj
cost (£;) = min Z T Z - X (af)
=1 =1
e Links von K, liegt Fall 1 vor, rechts Fall 2:
kJ
cost ( = min Z 2. a: , m
=1
o Auf beiden Seiten von K; liegt Fall 1 vor:
k] k7

cost = min Z x , Z x (aL
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o Fiir I, liegt Fall 3 vor (K, ist die zyklische Liste aller Biindel um einen

Knoten n,):
k;
cost (K;) = min ZQ -z (af'), 22 -z (a})
i=1 ‘

Fiir jeden dieser Fille gilt die Abschiitzung:

k;
cost (IC;) < Z (z (af) +2 (azR))

Fiir die Gesamtkosten der Korrektur sind diese Kosten iiber alle kriti-

schen Biindel zu addieren:

Sei 2 der Fluss nach der Korrektur aller kritischen Biindel. Fiir seine

Kosten z() gilt:
2(z) < z(z) 4 cost (Bg) <2+ z(x)

Das ist die Kostenabschétzung fiir das korrigierte Netzwerk, das allerdings
weiterhin nicht ganzzahlige Fliisse enthalten kann, aber nur unkritische Biin-
del. Im 4. Schritt des Alg. 5.3 werden auf diesem Netzwerk Kanten gesperrt,
die ohnehin keinen Fluss enthalten, und danach ein optimaler kostenminima-

ler Fluss berechnet, dessen Kosten jedenfalls < z (Z) sind. m
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5.4.5 Verbesserungen
Kombinieren von Links- und Rechts-Korrektur

Sei K = (By, By, ..., By) eine Folge von k benachbarten, kritischen Biindeln,
die auf beiden Seiten an ein unkritisches Biindel angrenzt. Bisher haben
wir stets die gesamte Folge in dieselbe Richtung (im oder gegen den UZS)
korrigiert. Es kann allerdings giinstiger sein, die ersten j Biindel von links aus,
die restlichen k — j Biindel von rechts aus “abzuarbeiten”. Die Gesamtkosten

einer solchen kombinierten Korrektur sind gegeben durch:

J k
ccost; (K) = ZcostL(Bi) + Z costr (B;)
i=1

i=j+1

Neben den Kosten, die bei der Anwendung einer Links- bzw. Rechts-
Korrektur auf alle Biindel entstehen, berechnen wir nun zusétzlich die Kosten
scost;(KC) fiir alle j € 1,...,k — 1 und fithren danach die Korrektur mit den

geringsten Kosten aus:
k-1
cost () = min {costL (K), costr (L), mi? {scost; (IC)}}
]:

Betrachten wir zum Beispiel die drei kritischen Biindel in Abb. 5.24. Eine
Links-Korrektur vom Typ 1 hitte die Kosten 1.8, eine Rechts-Korrektur vom
Typ 1 die Kosten 1.2. Wendet man hingegen auf das erste Biindel von links
eine Links-Korrektur und auf die restlichen zwei eine Rechts-Korrektur an,

so liegen die Gesamtkosten bei 0.6.

Einige Sonderfille

Bei der Korrektur kritischer Biindelfolgen, die auf beiden Seiten an nicht
kritische Biindel angrenzen, haben wir bisher zwei Fille in betracht gezogen:
Fall 1 und Fall 2. Die Kosten der zugehorigen Korrekturen (Typ 1 und Typ
2) betrachten wir nun als obere Schranken. Es kdonnen némlich Sonderfiille
vorliegen, in denen eine giinstigere Korrektur moglich ist. Wir verfeinern

nun unseren Algorithmus, indem wir bei einigen ausgewihlten Sonderfillen
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Abbildung 5.24: Kombinieren von Links- und Rechts-Korrektur.

eine solche Verbesserung implementieren. Es wird aber nicht angestrebt, alle
moglichen Verbesserungen zu erfassen.

Die theoretische Schranke von 2 fiir die Giite des Algorithmus bleibt un-
verdndert, da im schlimmsten Fall keiner dieser Sonderfille vorliegt und fiir
alle kritischen Biindel weiterhin nur eine Typ 1 (bzw. Typ 2) Korrektur mog-
lich ist.

Sonderfille zu Fall 1 Sei A = (a”,a”) ein kritisches Biindel, das rechts
neben einem nicht kritischen Biindel B = (b%, ") mit « (b%) = 0 (Fall 1)
steht.

Fall 1.1 Wir setzen voraus, dass = (vh/) >0 Az (b%) < 1 ist (siche
Abb. 5.25).
In dem Fall gilt fiir die Kapazitéit des mit blauen Pfeilen gekennzeichneten

Kreises:
capy = min {1 — 2(b"), x (vh'), z(a*)} >0 (5.16)

und der Fluss kann entlang dieses 0-Kosten Kreises um cap, Einheiten aug-
mentiert werden. Ist x (aL) > capg, wird der Rest des Flusses mittels einer
Typ 1 Korrektur riickgéingig gemacht.

Dadurch, dass weniger Fluss entlang des Pfades (aR, —’Uh) geschickt wird,

erhoht sich die Kapazitéit des 0-Kosten Kreises fiir das rechts an A anschlie-
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Abbildung 5.25: Fall 1.1: z (vh') >0 A =z (b%) < 1.
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Bende Biindel, sodass auch fiir dieses Fall 1.1 vorliegt. Auf diese Weise werden

die Korrekturkosten aller restlichen Biindel rechts von A, im Vergleich zu ei-

ner Typ 1 Korrektur, verringert.

Fall 1.2 Wir setzen voraus, dass z (¢”) =0 A z(c®) <1 Az (vh") >0

ist.
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Abbildung 5.26: Fall 1.2

Dann hat der in Abb. 5.26 mit blauen Pfeilen gekennzeichnete Kreis mit
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Kosten 1 die Kapazitit
cap = min {z (vh"), 1 —z ("), z (a*)} > 0.

Daher kann der Fluss entlang dieses Kreises um cap Einheiten augmentiert
werden. Ist z (aL) > cap, wird der Rest des Flusses mittels einer Typ 1
Korrektur riickgéingig gemacht.

Hier wird ebenfalls weniger Fluss entlang des Pfades (aR, —vh) geschickt,
was aufgrund derselben Uberlegungen wie in Fall 1.1 zu Ersparnissen bei der

Korrektur der restlichen Biindel rechts von A fiihrt.

Fall 1.3 Wir setzen voraus, dass z (b') < x (vh) ist.

e g
b¢ ¢ >,
\ 7
\ /
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/v\
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ny ny
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Abbildung 5.27: Fall 1.3: z (b%) < z (vh).

Dann kann der Fluss entlang des in Abb. 5.27,(a) blau gekennzeichneten
Kreises um x (bR) Einheiten augmentiert werden. Danach liegt links von
Biindel A Fall 2 vor (Abb. 5.27,(b)), wodurch eine Alternative ersffnet wird,

die unter Umstidnden besser ist.

Sonderfille zu Fall 2 Sei A = (a”,a”) ein kritisches Biindel, das rechts
von einem nicht kritischen Biindel B = (b*,b") mit z (b%) = 0 (Fall 2) steht.

Fall 2.1 Wir setzen voraus, dass x (aL) < z (vh) ist. In dem Fall kann
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Abbildung 5.28: Fall 2.1: z (a%) < z (vh).

auf das Biindel A eine Typ 1 Korrektur angewendet werden, obwohl links
Fall 2 vorliegt (Abb. 5.28,(a)). Fiir den rechten Nachbarn von A liegt danach
Fall 1 vor (Abb. 5.28,(b)).

Fall 2.2 Wir setzen voraus, dass z (cf) =z (c*) =0 A z(b*) <
x (vh") ist.

Abbildung 5.29: Fall 2.2: z (c®) =z (") =0 A =z (b*) <z (vh”).

Dann kann der Fluss entlang des in Abb. 5.29,(a) blau dargestellten 0-
Kosten Kreises um x (bL) Einheiten augmentiert werden. Fiir das Biindel A

ist danach auch eine Typ 1 Korrektur moglich, da der Fluss auf Kante b*
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gleich Null ist Abb. 5.29,(b).

Fall 2.3 Wir setzen voraus, dass z (b%) < z (vh/) ist.
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Abbildung 5.30: Fall 2.3: z (b%) <z (vh).

Dann kénnen wir den Fluss entlang des in Abb. 5.30,(a) blau markierten

Kreises augmentieren. Danach liegt links von A Fall 1 vor (Abb. 5.30,(b)).

5.5 Vergleich von Cyclic-Shift und Eiglsper-

ger’s Ansatz

Bei dem Kandinsky Min—Cost Flow ILP spielen vier Einschréinkungen (bzw.
Nebenbedingungen) eine Rolle:

1. Flusserhaltung: > ,coun) (@) = X pem@m #(a) = b(n) Vn € N
2. Kapazitétsbeschrinkung (Kanten): lcap(a) < z(a) < ucap(a) Va € A
3. Die Biindelkapazitéitsbedingung: z(a”) + z(aff) <1 V (a*,a’?) € ATH

4. Ganzzahligkeit der Flusswerte

Das gesuchte Optimum ist ein Fluss mit minimalen Kosten, der alle vier
Bedingungen erfiillt.
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Der Cyclic-Shift Algorithmus und der Transformationsalgorithmus von

Figlsperger haben einen grundsitzlichen Unterschied:

e Bei CS erhilt man die erste, jedoch unzulissige Losung vor der Kor-
rektur (CS1) durch das Weglassen der Ganzzahligkeitsbedingung. Es

gelten also nur die Bedingungen 1, 2 und 3.

e Bei TE wird bei der Berechnung der ersten, unzuléssigen Losung (TE1)
die Biindelkapazitéitsbeschrinkung 3 weggelassen. Die Ganzzahligkeit
der Losung entsteht dadurch automatisch, bedeutet also keine Ein-

schrinkung. Wirksam sind daher nur die Bedingungen 1 und 2.

Wegen dieser Abschwichung der Einschrinkungen bei TE gilt fiir die
Losungen von CS1 und TE1:

21E1 < 2051 < Zopt-

Das bedeutet, dass die Ausgangssituation vor der Korrektur bei CS niiher
am Optimum liegt, als die bei TE. Eine Auswirkung dieser Nihe werden wir

im néchsten Kapitel, bei den Testergebnisse feststellen.



Kapitel 6

Testergebnisse und

Auswertungen

Wir testen unseren Cyclic-Shift Algorithmus (Alg. 5.3), den Transformati-
onsalgorithmus von Eiglsperger (Alg. 5.1) und den modifizierten sukzessiven
Transformationsalgorithmus (Alg. 5.2). Wir losen auflerdem fiir alle Instan-
zen das ganzzahlige Lineare Programm des zugehorigen Kandinsky MCF
Problems (Abschn. 5.4.1), um die Ndherungslosungen der drei Algorithmen

mit den exakten Losungen vergleichen zu kénnen.

6.1 Implementierung und Testumgebung

Unsere Implementierung des Cyclic-Shift (CS) Algorithmus besteht grund-

sétzlich aus vier Stufen:

CS1 Das Losen der LP-Relaxierung des KMCF-ILPs.
CS2 Das Korrigieren der kritischen Biindel.

CS3 Das Sperren einer Kante aus jedem Biindel.

CS4 Das erneute Losen der LP-Relaxierung (entspricht gewshnlichem MCF

und liefert ganzzahlige Losung).

99
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Der Transformationsalgorithmus von Eiglsperger (TFE) ist ebenfalls als

vierstufiges Verfahren implementiert:

TE1 Das Losen der LP-Relaxierung des KMCF-ILPs ohne die Biindelkapa-
zitéitsbeschréinkung (entspricht gewshnlichem MCF und liefert ganz-
zahlige Losung, die allerdings iiberfiillte Biindel enthalten kann).

TE2 Das Korrigieren der iiberfiillten Biindel mittels geeigneter Transforma-

tionen.
TE3 Das Sperren einer Kante aus jedem Biindel.

TE4 Das erneute Losen der LP-Relaxierung des KMCF-ILPs (entspricht
ebenfalls gewohnlichem MCF und liefert eine ganzzahlige Losung des
KMCF Problems).

Der auf S. 67 definierte Transformationsalgorithmus berechnet in 2 Schrit-
ten (TE1 und TE2) eine Néherungslosung mit dem Zielfunktionswert zrps.
Wir sperren in unserer Implementierung jene Biindelkanten (d.h. setzen ihre
obere Kapazitétsgrenze auf Null), die in dieser N#herungslosung den Fluss-
wert 0 besitzen und l6sen das modifizierte Lineare Programm von neuem.
Da nun keine iiberfiillten Biindel entstehen kénnen erhalten wir eine giiltige
Néherungslosung mit dem Zielfunktionswert zpp < zrpo.

In der Implementierung des modifizierten Sukzessiven Transformations-
algorithmus (ST) werden die folgenden Schritte solange wiederholt, bis die
Losung in Schritt ST1 keine iiberfiillten Biindel enthlt:

ST1 Das Losen der LP-Relaxierung des KMCF-ILPs ohne die Biindelkapa-
zitdtsbeschrankung
Enthilt die Losung iiberfiillte Biindel: weiter zu ST2.

Sonst: weiter zu ST4.
ST2 Korrigieren der iiberfiillten Biindel durch geeignete Transformationen.

ST3 Das Sperren jener Biindelkanten, die vor der Transformation den Fluss-

wert 1 und danach den Flusswert 0 besitzen. Freigabe der geperrten
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Biindelkanten, die nach der Transformation den Flusswert 1 besitzen.
Zuriick zu ST1.

ST4 Abbruch mit einer giiltigen Niherungslosung des KMCF Problems.

Zum Losen der ganzzahligen Linearen Programme (KMCF-ILP) benutzen
wir den Mixed Integer Optimizer, fir das Losen der LPs in den Schritten
TE1, TE4 und ST1 den Network Optimizer von ILOG CPLEX 8.1. Die LPs
in den Schritten CS1 und CS4 werden mit der Standardeinstellung gelost, in
der CPLEX den Optimierer bestimmt. Alle Tests werden auf einem Pentium
IV 2.8GHz Rechner mit 2GB Arbeitsspeicher durchgefiihrt.

Fiir unsere Tests verwenden wir neben den Rome Graphen [DGLTTV95]
zusétzlich insgesamt 14000 zufillig generierte, planare Graphen aus unter-

schiedlichen Klassen sowie 29 vollstéindige Graphen.

6.2 Rome Graphen

Die Rome Graphen Sammlung besteht aus 11529 ungerichteten Graphen.
Die Knotenanzahl n variiert zwischen 10 und 100, die Dichte m/n zwischen
0.5 und 1.9, wobei m die Kantenanzahl angibt. Die durchschnittliche Dichte
liegt bei 1.22.

8249 dieser Graphen sind nicht planar und werden planarisiert. Dabei
wird der Graph zunéchst durch das Entfernen von Kanten in einen planaren
Graphen transformiert. Anschliefend werden die entfernten Kanten wieder
so eingefiigt, dass die Anzahl der Kreuzungen gering ist. Dabei wird das
Subgraph Planarizer Modul der Algorithmenbibliothek [AGD] benutzt. Die
Kreuzungspunkte werden durch kiinstliche Knoten ersetzt, sodass der resul-
tierende Graph planar ist. Abb. 6.1 zeigt, wie sich die Anzahl der Knoten
und die durchschnittliche Dichte der Rome Graphen nach der Planarisierung
verhalten. (Man beachte, dass auf der z-Achse ab n = 204 nicht jede gan-
ze Zahl reprisentiert ist, weshalb die Intervallabstdnde danach nicht mehr
gleichmiiflig sind. Nach einem Graphen mit 308 Knoten enthélt der nichst-

kleine Graph beispielsweise nur 254 Knoten.)
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Abbildung 6.1: Die durchschnittliche Dichte der planarisierten Rome Gra-
phen in Bezug auf die Anzahl der Knoten im planarisierten Graph.
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Abbildung 6.2: Die durchschnittliche minimale Anzahl von Knicken (z,,;) bei
den Rome Graphen in Bezug auf die Anzahl der Knoten im planarisierten
Graph.
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Abbildung 6.3: Die durchschnittliche absolute Abweichung der TE, ST und
CS Losungen vom ILP-Optimum bei den Rome Graphen in Bezug auf die
Anzahl der Knoten im planarisierten Graph.
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Abbildung 6.4: Die durchschnittliche relative Abweichung der TE, ST und
CS Losungen vom ILP-Optimum bei den Rome Graphen mit z,, # 0 in
Bezug auf die Anzahl der Knoten im planarisierten Graph.



KAPITEL 6. TESTERGEBNISSE UND AUSWERTUNGEN 104

6.2.1 Qualititsanalyse

Der Cyclic-Shift Algorithmus liefert fiir alle Rome Instanzen die optimale
Losung. Dabei ist fiir 10783 Graphen die in Schritt CS1 berechnete Losung
bereits ganzzahlig. Bei 675 der restlichen 746 Graphen mit nicht ganzzahliger
CS1 Losung entstehen in Schritt CS2 keine zusitzlichen Korrekturkosten,
bei weiteren 61 Graphen liegen die Korrekturkosten unter 1. Fiir diese 736
Graphen ist die Losung in Schritt CS4 daher mit Sicherheit optimal (z¢g1 <
Zopt = 2osa < zos1 + k,0 < k < 1). Die restlichen zehn Graphen (Tab. 6.2)
sind die einzigen, fiir die eine nicht optimale Losung iiberhaupt in Frage

kommt. Wie gesagt werden diese aber ebenfalls optimal gelost.

CS1 ganzz. CS1 nicht ganzzahlig
Korrekturkosten k - k=0 ‘ O<k<l1 ‘ kE>1
# Graphen 10783 675 61 10
@ # Knicke (Zpt) 17.73 31.8 32.77 40.9
& # Knoten (plan.Gr.) 64 99.7 98.3 125.5
& Dichte 1.36 1.52 1.52 1.59
@ # hochgr. Knoten 4.4 7.6 7.3 9.1
& max. Knotengrad 6.6 7.9 8.5 9.2
& # Biindel 177 299 296 396
& # nicht g. Flussw. — 14.73 19.26 25.4
& # kritischer Biindel — 1.46 1.46 2.3

Tabelle 6.1: Vergleich einiger Parameter beziiglich der Losung von CS.

Wir betrachten nun die 746 Graphen mit nicht ganzzahliger CS1 Losung,
da CS nur bei diesen Graphen in Einsatz kommt und eine Aussage iiber
das Verhalten des Algorithmus dadurch erst moglich wird. Das Diagramm in
Abb. 6.5 zeigt, dass die durchschnittliche Anzahl der kritischen Biindel bei
diesen Graphen mit wachsender Knotenanzahl nicht zunimmt. Das erkléirt die
geringen Korrekturkosten (bei allen Instanzen unter 1.5) und das optimale
Ergebnis des CS bei allen Instanzen. Denn offensichtlich héngen beide stark
von der Anzahl der kritischen Biindel ab: Je mehr kritische Biindel, desto
hoher die Korrekturkosten, desto hoher die Wahrscheinlichkeit einer nicht
optimalen CS Losung.

Es stellt sich nun die Frage, wovon die Anzahl der kritischen Biindel ab-
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Instanz ‘ n/m ‘ Dichte ‘ Zopt ‘ k ‘ max.Kn.gr. ‘ # hochgr.Kn. ‘
grafo3995 | 184/319 | 1.73 | 64 | 1 8 13
grafo4445 71/105 148 | 22 | 1 8 )
grafo6978 88/160 1.82 | 37 | 1 9 7
grafo7294 59/77 1.3 16 | 1 10 4
grafo8802 | 151/251 | 1.66 | 50 | 1 10 8
grafo9289 | 144/236 | 1.64 | 51 1 10 12
grafo9424 | 81/121 | 1.49 | 25 | 1.5 9 6
grafo10931 | 103/135 | 1.31 | 17 | 1 8 4
grafo10945 | 200/346 | 1.73 | 70 | 1 9 18
grafo10949 | 174/293 | 1.68 | 57 | 1 11 14

Tabelle 6.2: Die 10 Rome Graphen mit Korrekturkosten < 1 (CS)

Rome Graphen mit nicht ganzzahliger CS1 Lésung

—=— # kritischer Buindel —— Korrekturkosten

I

11 ]

#Knoten

Mo e Ao

15 34 45 57 68 79 90 101 113 124 135 147 158 170 185 202

Abbildung 6.5: Die durchschnittliche Anzahl der kritischen Biindel in der CS1
Losung und die durchschnittlichen Korrekturkosten bei den Rome Graphen
mit nicht ganzzahliger CS1 Losung in Bezug auf die Anzahl der Knoten im
planarisierten Graph.
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héingt. Dazu betrachten wir nun das Verhalten der durchschnittlichen Anzahl
der kritischen Biindel in der CS1 Losung bei allen Rome Graphen (Abb. 6.6):
sie steigt von 0 bis zu maximal 3 an, wihrend die durchschnittliche Anzahl
aller Biindel im Netzwerk von ca.19 auf 1138 steigt. Die Grofle der Graphen
(und in Zusammenhang damit die Grofle des Netzwerkes) hat offensichtlich

keinen so starken Einfluss auf die Anzahl der kritischen Biindel.

Rome Graphen
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25
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# Knoten

Abbildung 6.6: Die durchschnittliche Anzahl der kritischen Biindel in der
CS1 Losung bei den Rome Graphen in Bezug auf die Anzahl der Knoten im
planarisierten Graph.

Der Tabelle 6.1 kann man entnehmen, dass mit den Korrekturkosten und
der Anzahl der kritischen Biindel auch die durchschnittliche Dichte und der
durchschnittliche Maximalgrad der Graphen eine &hnlich geringe Steigung
zeigen (vergleiche auch die Abbildungen 6.6 und 6.7 ). Das lisst vermuten,
dass ein Zusammenhang zwischen der Qualitit der CS Losung und diesen
Parametern besteht. Die Testergebnisse auf den zufillig generierten Graphen
im néichsten Abschnitt werden zeigen, dass Knoten mit sehr hohem Grad
tatséichlich einen erheblichen Einfluss auf die CS Losung haben.

Der Transformationsalgorithmus von Eiglsperger 16st 8547 Instanzen
optimal, wobei fiir 5325 dieser Instanzen die TE1 Losung keine iiberfiillten
Biindel enthilt, also bereits giiltig ist. Bei 3222 Graphen enthélt die TE1
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Abbildung 6.7: Der durchschnittliche Maximalgrad der planarisierten Rome
Graphen in Bezug auf die Anzahl der Knoten im Graph.

Losung iiberfiillte Biindel, die TE Losung ist aber optimal. Bei den restlichen
2982 Graphen liegt die absolute Abweichung vom ILP-Optimum zwischen
eins und sechs. Dabei liegt die durchschnittliche absolute Abweichung bei 0.34
(Abb. 6.3) , die durchschnittliche relative Abweichung bei 1.6% (Abb. 6.4).

Betrachten wir nun die insgesamt 6204 Graphen mit ungiiltiger TE1
Losung. Anders als die kritischen Biindel in der CS1 Losung (vergleiche
Abb. 6.5) zeigt die Anzahl der iiberfiillten Biindel in der TE1 Losung eine,
im Vergleich zu der Anzahl aller Biindel, geringe Steigung (Abb. 6.8).

Den Tabellen 6.3 und 6.4 kann man entnehmen, dass zugleich auch die
durchschnittliche Dichte und der Maximalgrad der Graphen einen dhnlich ge-
ringen Anstieg aufweisen. Die Anzahl der hochgradigen Knoten steigt eben-
falls an. Die Vermutung liegt Nahe, dass auch die Qualitit der TE Losung
weniger von der Grofle des Graphen, als von den oben genannten Parametern
abhéngt.

Der Sukzessive Transformationsalgorithmus 16st 10205 Instanzen
optimal. Darunter befinden sich auch die 5325 Graphen mit bereits giiltiger
TE1 Losung, bei denen natiirlich auch die ST1 Losung im ersten Iterations-

schritt giiltig ist und der Algorithmus nicht zum Tragen kommt. Bei den
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TE3 optimal TE3 nicht optimal
TE1 giiltig ‘ TE1 ungiiltig
# Graphen 5325 3222 2982
@ # Knicke (zppt) 10.16 22.72 29.44
@ Transformationskosten — 3 4.58
& Abs. Abw. vom Opt. — — 1.32
& # Knoten (plan.Gr.) 65 85 97
& Dichte 1.26 1.43 1.51
@ # hochgr. Knoten 2.67 5.5 7
& max. Knotengrad 5.7 7.3 7.8
@ # iiberf. Biindeln — 1.46 2.12

Tabelle 6.3: Vergleich einiger Parameter beziiglich der Losung von TE.

| 275 — Zopt 1 [ 2 | 3] 4] 5] 6 |
# Graphen 2262 | 548 | 132 | 32 6 2
@ # Knicke (Zopt) 27 34 40 47 63 88

& Transformationskosten 4 58 | 7.6 | 9.2 | 9.3 14
& # Knoten (plan.Gr.) 87 | 104 | 116 | 133 | 182 | 262

& Dichte 1.49 | 1.55 | 1.61 | 1.66 | 1.74 | 1.81
& # hochgr. Knoten 6.6 8 9 |108] 13 |17.5
& max. Knotengrad 7.7 8 8.3 | 85 9 8

& # iiberf. Biindeln 1.86 | 2.68 | 3.52 | 4.25 | 4.5 | 6.5

Tabelle 6.4: Vergleich einiger Parameter beziiglich der Absoluten Abweichung
der TE Losung vom ILP-Optimum
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Abbildung 6.8: Die durchschnittliche Anzahl der iiberfiillten Biindel in der
TE1 Losung und der Transformationskosten bei den Rome Graphen mit un-
giiltiger TE1 Losung in Bezug auf die Anzahl der Knoten im planarisierten
Graph.

restlichen Graphen enthilt die ST1 Losung iiberfiillte Biindel, bei 4880 da-
von ist die endgiiltige ST Losung aber optimal, bei 1324 liegt ihre absolute
Abweichung zwischen eins und vier. Dabei liegt die durchschnittliche abso-
lute Abweichung bei 0.13 und die durchschnittliche relative Abweichung bei
0.62%. (Abb. 6.3, 6.4). Insgesamt lost ST also mehr Instanzen optimal
und fithrt im Durchschnitt auch zu einer niedrigeren absoluten und relativen
Abweichung als TE.

In der Tabelle 6.5 fillt auf, dass fiir 224 der Instanzen mit nicht optimaler
ST Losung die TE Losung optimal ist. Wiirde man bei diesen Instanzen nach
der Transformation im ersten Iterationsschritt alle Biindelkanten mit dem
Flusswert 0 sperren, wire die erfolgte Auswahl optimal. Es wird aber nur ein
Teil gesperrt, die Auswahl bei den anderen Biindeln éndert sich natiirlich in
den darauffolgenden Iterationen und es entsteht eine nicht optimale Auswahl.
Das muss aber nicht sein: bei den restlichen 2998 Graphen mit optimaler TE
Losung ist auch die ST Losung optimal. Somit ist bei ca. 93% der von TE

optimal gelosten Rome Instanzen die ST Losung ebenfalls optimal.
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ST optimal ST nicht optimal
ST1 giiltig ST1 ungiiltig
TE n.opt. | TE opt. | TE opt. | TE n.opt.

# Graphen 5325 1882 2998 224 1100
@ # Knicke (zppt) 10.16 30 22 30.6 28.8
@ (zsT — Zopt) — — — 1.1 1.17
(%) (ZTE - zopt) - 1.27 - - 1.4
& Tr.kost. in 1. Iter. — 4.29 3 3.9 5.1
& Tr.kost. insgesamt — 11.3 7.9 16.4 14
& # Tterationen — 4 3.5 5.52 4.46
& # Knoten 45 95 76 94 88
@ Dichte 1.26 1.51 1.42 1.52 1.51
& # hochgr. Knoten 2.67 7.13 5.4 7.19 6.84
& max. Knotengrad 5.7 7.7 7.3 8 7.97
& # Biindel 113 285 214 282 263
@ # iiberf. Biindeln — 2.1 1.44 1.7 2.16

Tabelle 6.5: Vergleich einiger Parameter beziiglich der Losungen von ST und

TE.

| 257 — Zopt 1 [ 2 [ 3] 4]
# Graphen 1136 | 164 | 21 3
@ # Knicke (Zopt) 28 34 | 38 | 46
& Tr.kosten (ST) 1351193 | 241 | 38
& Tr.kosten (TE) 4.7 1 53 | 6.9 8
& # Tterationen 4.4 | 5.7 | 6.3 | 83
& # Knoten (plan.Gr.) | 92 | 104 | 111 | 123
& Dichte 1.51 | 1.55 | 1.55 | 1.64
& # hochgr. Knoten 6.7 8 9.1 | 10.3
& max. Knotengrad 79 | 81 | 83 9
& # iiberf. Biindeln 2 23 | 3.1 | 3.6

Tabelle 6.6: Vergleich einiger Parameter beziiglich der Absoluten Abweichung
der ST Losung vom ILP Optimum.
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Rome Graphen mit nicht glltiger TE1 Losung
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Abbildung 6.9: Die durchschnittliche Anzahl der iiberfiillten Biindel in der
TE1 Losung und die durchschnittliche Anzahl der von ST durchgefiihrten
[terationen bei den Rome Graphen mit ungiiltiger TE1 Losung in Bezug auf
die Anzahl der Knoten im planarisierten Graph.

Die durchschnittliche Anzahl der Iterationen hiingt unter anderem auch
von der Anzahl der Biindel im Netzwerk ab, allerdings nicht so stark (Abb. 6.9).
Sie zeigt ein dhnliches Verhalten wie die Anzahl der iiberfiillten Biindel. Das
deutet wieder auf einen Zusammenhang mit der Dichte und dem Maximal-

grad der Graphen sowie der Anzahl der hochgradigen Knoten hin.

6.2.2 Laufzeitanalyse

Die Laufzeit liegt bei allen drei Verfahren unter 0.5 Sekunden (Abb. 6.10).
Dabei hat ST im Durchschnitt die lingste Laufzeit, was auf die mehrfa-
chen Iterationen zuriickzufiihren ist. Damit iibersteigt sie im Durchschnitt
die Laufzeit des ILPs, da das ILP fiir diese einfachen Instanzen relativ schnell
gelost werden kann. CS hat eine etwas hohere Laufzeit als TE, da der Schritt
CS1 mehr Rechenzeit benotigt als der Schritt TE1, das einem gewodhnlichen
MCF Problem entspricht (Abb. 6.11).
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Abbildung 6.10: Die Laufzeiten von ST, TE, CS und dem KMCEF-ILP bei den
Rome Grapen in Bezug auf die Anzahl der Knoten im planarisierten Graph.
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Abbildung 6.11: Die Laufzeiten von TE1 und CS1 bei den Rome Graphen in
Bezug auf die Anzahl der Knoten im planarisierten Graph.
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6.3 Die Random-Planar (RP) Graphen

Unsere RP-Graphen Sammlung setzt sich aus folgenden Graphen zusammen:

e Je 3000 einfach, 2- und 3-zusammenhdngende zufillige Graphen. Die
Graphen jeder dieser drei Klassen kénnen beziiglich ihrer Kantenanzahl in
3 Gruppen mit je 1000 Graphen unterteilt werden: 1.5n, 2n und 2.5n Kan-
ten. Jede dieser Gruppen besteht wiederum aus 10 Untergruppen mit je 100

Graphen mit n Knoten, wobei
n € {50,100, 150, 200, 250, 300, 400, 500, 600, 700}

ist. Bei den 3-zusammenhingenden Graphen der Klasse m = 1.5n liegt die
durchschnittliche Dichte bei 1.52, da der benutzte Generator (Planar Tri-
connected Graph Generator von [AGD]) manchmal einige Kanten mehr als
1.5n erzeugt.

e 3000 zufillige, maximal planare Graphen. Davon sind 1000 mit dem
Random Planar Graph Generator von [LEDA], weitere 1000 mit dem Pla-
nar Biconnected und 1000 mit dem Planar Triconnected Graph Generator
von AGD generiert. Die Graphen dieser Gruppen sind wie oben nach ihrer
Knotenanzahl in 10 Untergruppen unterteilt.

e 1000 serien-parallele Graphen. Je 100 Graphen mit n Knoten, wobei n
wie oben definiert ist. m liegt zwischen 1.80 und 1.86 wobei die durchschnitt-
liche Dichte bei 1.84 liegt. Man beachte, dass ein serien-paralleler Graph mit
n Knoten hochstens 2n — 3 Kanten besitzt.

e 1000 Béume. Je 100 Graphen mit n Knoten und m Kanten, wobei n
ebenfalls wie oben definiert und m =n — 1 ist.

Zusitzlich haben wir die 29 vollstéindigen Graphen Kg- K34 getestet. Diese
werden, auf die gleiche Weise wie die nicht planaren Rome Graphen, mit dem

SubgraphPlanarizer Modul von AGD planarisiert.

6.3.1 Qualititsanalyse

Schauen wir uns zunichst an, wie sich die einzelnen Verfahren bei den un-

terschiedlichen Testinstanzen verhalten.
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Die Tab. 6.7 zeigt eine Zusammenfassung der Ergebnisse aller drei Ver-
fahren auf den maximal planaren Graphen. Es fillt auf, dass die mit dem
Random Planar oder dem Planar Biconnected Graph Generator erstellten
maximal planaren Graphen fiir alle drei Verfahren schwieriger zu l6sen sind,
als die mit dem Planar Triconnected Graph Generator erstellten maximal
planaren Graphen: die Verfahren weisen alle deutlich bessere Ergebnisse bei

den letzteren auf.

Maximal Planare Graphen
Graph Generator Rand. Pl \ P1. Bicon. \ P1. Tricon.
# Graphen mit zcg = Zopt 381 472 995
# Graphen mit zgr = Zopt — 2 238
# Graphen mit 2y = 2o — — 1
2 Maximalgrad o8 5} 13
& relative Abweichung CS (%) 0.21 0.16 ~ 0
@ relative Abweichung ST (%) 3.5 3.5 0.33
& relative Abweichung TE (%) 8.5 8.5 3.5

Tabelle 6.7: Vergleich der Ergebnisse von CS, ST und TE bei den unter-
schiedlich generierten maximal planaren Graphen

Dieser grofle Unterschied hingt mit den Maximalgraden der jeweiligen
Graphen zusammen. Der grofite auftretende Knotengrad bei den mit dem
Planar Triconnected Generator erstellten Graphen liegt bei 22, wiihrend sie
fiir die mit dem Planar Biconnected und Random Planar Generatoren er-
stellten Graphen jeweils bei 147 und 130 liegt. Abb. 6.15 zeigt die durch-
schnittlichen Maximalgrade der Graphen aller drei Klassen. Bei Graphen mit
groflem Maximalgrad kénnen sehr lange Folgen von benachbarten kritischen
Biindeln (bzw. lange maximale Teillisten mit einem iiberfiillten Biindel) um
einen hochgradigen Knoten entstehen, deren Korrektur hohe Kosten verur-
sacht. Das erhoht wiederum die Wahrscheinlichkeit einer nicht optimalen
Losung. Aus Abb. 6.15 konnen wir aber schlieflen, dass CS bei Instanzen
mit einem durchschnittlichen Maximalgrad von bis zu ca. 13 noch gute Er-
gebnisse liefert.

Die Abb. 6.16 zeigt, dass die mit dem Planar Triconnected Generator
erstellten Graphen die CS1 Losung im Durchschnitt weniger kritische Biindel
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Maximal Planare Graphen (Gen.:Planar Triconnected )
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Abbildung 6.12: Die Absolute Abweichung der TE, ST und CS Lésungen vom
ILP-Optimum bei den mit dem Planar Triconnected Generator erstellten
maximal planaren Graphen in Bezug auf die Anzahl der Knoten im Graph.
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Abbildung 6.13: Die Absolute Abweichung der TE, ST und CS Losungen
vom ILP-Optimum bei den mit dem Random Planar Generator erstellten
maximal planaren Graphen in Bezug auf die Anzahl der Knoten im Graph.
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Abbildung 6.14: Die minimale Anzahl von Knicken (z,,) bei den mit unter-
schiedlichen Generatoren erstellten maximal planaren Graphen in Bezug auf
die Anzahl der Knoten im Graph.
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Abbildung 6.15: Der durchschnittliche Maximalgrad der unterschiedlich ge-

nerierten maximal planaren Graphen in Bezug auf die Anzahl der Knoten im
Graph.
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Abbildung 6.16: Die durchschnittliche Anzahl der kritischen Biindel in der
CS1 Losung bei den unterschidlich generierten maximal planaren Graphen
in Bezug auf die Anzahl der Knoten im Graph.

enthiilt als bei den anderen maximal planaren Graphen. Im Vergleich zu den
Maximalgraden dieser Graphen weist sie aber dennoch eine deutliche Stei-
gung mit wachsender Knotenanzahl auf (Abb. 6.15), was auf den Einfluss der
Grofle der Graphen zuriickzufiihren ist. Interessanterweise verhalten sich die
Kosten, die bei der Korrektur dieser kritischen Biindel in Schritt CS2 entste-
hen, anders: sie zeigen eine dhnliche Steigung wie bei dem Maximalgrad der
Graphen (Abb. 6.17). Die kritischen Biindel, die bei Graphen mit kleinerem
Maximalgrad entstehen, konnen folglich mit relativ geringeren Kosten korri-
giert werden. Das bestiitigt unsere obige Vermutung, dass lange Ketten von
benachbarten kritischen Biindeln mehr Korrekturkosten verursachen. Somit
haben kleinere Knotengrade nicht nur eine positive Auswirkung auf die An-
zahl der kritischen Biindel, sondern zuséitzlich auch auf die Korrekturkosten
und somit eine doppelte positive Auswirkung auf die Qualitét der CS Losung.

Die durchschnittliche Anzahl der iiberfiillten Biindel zeigt ein #hnliches
Verhalten wie die der kritischen Biindel in der CS1 Losung, nur in einer an-
deren Groflenordnung. Anders als bei CS verhalten sich die Transformations-

kosten in Schritt TE2 bei den mit Planar Triconnected Generator erstellten
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Korrekturkosten im Schritt CS2

Maximal Planare Graphen

151(5) | |—@— Random Planar 2
40 1 —@— Planar Biconnected
Planar Triconnected /

35
30 /.
s A

20 o

i —

0 _ e

5 /0/./

0-+— T T T T T T T T T

50 100 150 200 250 300 400 500 600 700
# Knoten

118

Abbildung 6.17: Die Korrekturkosten in Schritt CS2 bei den unterschidlich
generierten maximal planaren Graphen in Bezug auf die Anzahl der Knoten

im Graph.
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Abbildung 6.18: Die durchschnittliche Anzahl der iiberfiillten Biindel in der
TE1 Losung bei den unterschidlich generierten maximal planaren Graphen
in Bezug auf die Anzahl der Knoten im Graph.
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Abbildung 6.19: Die Transformationskosten in Schritt TE2 bei den unter-
schidlich generierten maximal planaren Graphen in Bezug auf die Anzahl
der Knoten im Graph.

Graphen genau so, wie bei den anderen. Kleinere Knotengrade haben zwar
einen Einfluss auf die Anzahl der iiberfiillten Biindel, aber keinen zuséitzli-
chen Einfluss auf die Transformationskosten.

Die durchschnittliche Anzahl der Iterationen bei ST ist auf den mit Pla-
nar Triconnected Generator erstellten maximal planaren Graphen deutlich
hoher als auf den anderen (Abb. 6.20). Das hiingt womdglich damit zu-
sammen, dass bei Graphen mit kleinem Maximalgrad eher kurze maximale
Teillisten entstehen und dadurch die Anzahl der in einem Iterationsschritt
gesperrten Biindelkanten klein ist. Somit dauert es linger, bis ausreichend
Biindel gesperrt sind, sodass der Algorithmus mit einer Losung ohne iiber-
filllte Biindel terminieren kann. Die Tatsache, dass ST bei solchen Graphen
deutlich bessere Ergebnisse liefert zeigt, dass oftere Transformationen auf

kurzen maximalen Teillisten zu einer besseren Auswahl von Biindelkanten

fithrt als wenige Transformationen auf langen maximalen Teillisten.
Der Maximalgrad ist natiirlich nicht der einzige Parameter, der sich auf
die Qualitdt der Losungen auswirkt. FEin weiterer Parameter ist der Anteil

an hochgradigen Knoten im Graph. Er ist bis zu einem bestimmten Grad
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Abbildung 6.20: Die durchschnittliche Anzahl der Iterationen bei ST auf
den unterschidlich generierten maximal planaren Graphen in Bezug auf die

Anzahl der Knoten im Graph.

Maximal Planare Graphen

10%

—e— Random Pl. —e— PI. Bicon. PI. Tricon.

8%

6%

4%

2%

% Hochgradige Knoten

0%

50 100 150 200 250 300 400 500

# Knoten

Abbildung 6.21: Der durchschnittliche Prozentanteil an hochgradigen Knoten
bei den unterschiedlich generierten maximal planaren Graphen in Bezug auf

die Anzahl der Knoten im Graph.
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mit dem Maximalgrad verbunden, da bei gleichbleibender Dichte der Anteil
an hochgradigen Knoten mit sinkendem Maximalgrad zunimmt (Abb. 6.21).
Ein Anstieg im Anteil der hochgradigen Knoten kann daher bedeuten, dass
die Instanz leichter geworden ist. Bleibt der Maximalgrad gleich und erhoht
sich die Anzahl der hochgradigen Knoten aufgrund eines Anstiegs in der
Dichte, fithrt das im allgemeinen zu schwierigeren Instanzen.

Die Dichte des Graphen hat zweifellos auch einen Einfluss auf das Er-
gebnis. Im allgemeinen kann man sagen, dass die Instanzen mit steigender
Dichte schwieriger werden (sieche auch Tabellen 6.8 , 6.9 und 6.10). Man
sollte beachten, dass bei gleichbleibender Knotenanzahl mit der Dichte im
allgemeinen auch der Maximalgrad der Graphen steigt, was die Instanzen
zusitzlich erschwert (Abb. 6.22).
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Abbildung 6.22: Der durchschnittliche Maximalgrad der einfach zusammen-
hiéingenden Graphen unterschiedlicher Dichte in Bezug auf die Anzahl der
Knoten im Graph.

Die Abb. 6.23 zeigt, wie sich die Ergebnisse der drei Verfahren innerhalb
der Klasse der einfach zusammenhéngenden Graphen mit Dichte 1.5 verhal-
ten. Es fillt auf, dass die durchschnittlichen Werte zog; und zcg nédher am
Optimum liegen als jeweils zrg1, zrg und zgp. Dieses Verhalten der durch-

schnittlichen absoluten Abweichungen (groflere Steigung bei TE und ST im
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Einfach Zusammenhé&angende Graphen (m=1.5n)
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Abbildung 6.23: Die durchschnittliche absolute Abweichung der Losungen
2rE, 28T, 208, 2051 und zpgy vom ILP-Optimum (z,,) bei einfach zusam-
menhéngenden Graphen mit m = 1.5n in Bezug auf die Anzahl der Knoten
im Graph.
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Abbildung 6.24: Die durchschnittliche minimale Anzahl von Knicken (2,p)
bei den einfach zusammenhéingenden Graphen mit unterschiedlicher Dichte
in Bezug auf die Anzahl der Knoten im Graph.
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Einfach zusammenhingende Graphen
m = 1.5n ‘ m=2n ‘ m = 2.5n

# Graphen mit zocg = Zopt 923 638 486

# Graphen mit zgr = zopt 24 3 1

# Graphen mit zpp = zop 16 1 —

@ Relative Abweichung CS (%) 0.02 0.11 0.17

& Relative Abweichung ST (%) 4 4.45 4.11

& Relative Abweichung TE (%) 5.3 7.85 9.09

Tabelle 6.8: Vergleich der Ergebnisse von CS, ST und TE bei den einfach
zusammenhéngenden planaren Graphen mit unterschiedlicher Dichte

2-zusammenhéingende Graphen
m = 1.5n ‘ m = 2n ‘ m = 2.5n

# Graphen mit zog = Zopt 974 777 568
# Graphen mit zgr = zop 133 11 3
# Graphen mit zrp = Zop 56 3 —
@ Relative Abweichung CS (%) 0.01 0.07 0.12
& Relative Abweichung ST (%) 2.47 3.368 3.375
@ Relative Abweichung TE (%) 4.18 6.75 8.43

Tabelle 6.9: Vergleich der Ergebnisse von CS, ST und TE bei den 2-
zusammenhéngenden planaren Graphen mit unterschiedlicher Dichte

3-zusammenhingende Graphen
m = 1.5n ‘ m = 2n ‘ m = 2.5n

# Graphen mit zog = Zopt 1000 1000 999
# Graphen mit zgr = zopt 1000 567 302
# Graphen mit zpp = Zop 983 102 4
@ Relative Abweichung CS (%) 0 0 ~0
& Relative Abweichung ST (%) 0 0.32 0.39
& Relative Abweichung TE (%) 0.09 1.8 3.6

Tabelle 6.10: Vergleich der Ergebnisse von CS, ST und TE bei den 3-
zusammenhéngenden planaren Graphen mit unterschiedlicher Dichte
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Verhéltnis zu CS) ist bei allen bisher betrachteten Graphen (mit Ausnahme
der Bidume) mehr oder weniger gleich. Je nach Klasse und Dichte é&ndern sich
die Absolutwerte. Steigt die Dichte z.B. bei den zusammenhéingenden Gra-
phen mit n = 700 auf 2, dann erhoht sich die durchschnittliche Abweichung
bei TE von 29 auf 72, bei ST von 21 auf 39 und bei CS von 0.3 auf 1.54.
Erhoht man die Dichte weiter auf 2.5, liegen diese Werte jeweils bei 117, 52
und 2.63.
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Abbildung  6.25:  Der  durchschnittliche = Maximalgrad der  3-
zusammenhingenden Graphen unterschiedlicher Dichte in Bezug auf
die Anzahl der Knoten im Graph.

Bei den 3-zusammenhéngenden Graphen liefern alle drei Verfahren deut-
lich bessere Ergebnisse als bei den einfach und 2-zusammenhéingenden, was
ebenfalls mit den geringen Maximalgraden dieser Graphen zusammenhingt.
Bei den 3-zusammenhingenden Graphen mit Dichte 1.5 liegt der durch-
schnittliche Maximalgrad bei ca. 4 (Abb. 6.25), wodurch auch ST und TE
einen Grofiteil dieser Instanzen optimal 16sen kénnen. Bei den Instanzen mit
Dichte 2 und 2.5 steigt mit der Dichte auch der durchschnittliche Maximal-
grad, bleibt allerdings unter 12. Die Ergebnisse von ST und TE werden von
diesem Anstieg deutlich beeinflusst, wihrend CS auch diese Instanzen (fast)
alle optimal 16st (1999 von 2000). Wir kénnen daraus schlieen, dass bei Gra-
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phen mit einem Maximalgrad von bis zu ca. 12-13, die Dichte und Grofle der

Instanzen fast keinen Einfluss auf die CS Losung hat.

Serien-Parallele Graphen | Bdume
# Graphen mit zog = Zopt 491 1000
# Graphen mit zgr = zopt 18 1000
# Graphen mit zpp = 2o 10 1000
@ Maximalgrad 99.75 8.85
& Relative Abweichung CS (%) 0.24 —
& Relative Abweichung ST (%) 2.02 -
@ Relative Abweichung TE (%) 4.14 -

Tabelle 6.11: Vergleich der Ergebnisse von CS, ST und TE bei den serien-
parallelen Graphen und bei den Baumen

Die serien-parallelen Graphen haben eine durchschnittliche Dichte von
1.84 und konnen diesbeziiglich mit den Graphen mit Dichte 2 verglichen
werden. Fiir CS sind die serien-parallelen Graphen schwieriger zu losen als
die einfach und 2-zusammenhéngenden, obwohl sie eine geringere Dichte ha-
ben. Die relative Abweichung liegt mit 0.24 sogar hoher als bei den maximal
planaren Graphen. Ein Blick in die Tab. 6.11 legt die Vermutung nahe, dass
das mit dem hoheren durchschnittlichen Maximalgrad der serien-parallelen
Graphen zusammenhingt. Wenn der Maximalgrad eines Graphen steigt, ob-
wohl seine Dichte abnimmt, dann wird die Qualitéit der CS Losung mehr von
dem Maximalgrad des Graphen als von seiner Dichte beeinflusst.

TE und ST liefern fiir die serien-parallelen Graphen bessere Ergebnisse,
als fiir die einfach und 2-zusammenhéngenden. Das bestiitigt unsere Ver-
mutung, dass das Ergebnis bei diesen beiden Verfahren nicht so stark vom
Maximalgrad abhiingt, wie es bei CS der Fall ist. Dennoch kann man sich
folgende Frage stellen: Warum fithrt die Abnahme des Maximalgrades bei
dem Ubergang von den einfachen zu den 3-zusammenhéngenden Graphen zu
einer Verbesserung in der TE und ST Losung, bei dem Ubergang von den
serien-parallelen zu den einfach zusammenhingenden Graphen aber zu einer
Verschlechterung?

Eine mogliche Erklirung dafiir wire die folgende: Bei dem Ubergang von

serien-parallel zu einfach zusammenhéingend verringert sich zwar der Ma-
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n = 200
m ~ 1.83n m=2n

Serien-Parallel | Einf. Zus. ‘ 3-Zus.
& Rel. Abw. CS (%) 0.2 0.1 0
& Rel. Abw. ST (%) 2.21 4.51 0.23
@ Rel. Abw. TE (%) 4.58 7.75 1.83
& Maximalgrad 70 32 8
gofiter Knotengrad 110 53 11
& % hochgr. Knoten 2.07 3.87 4.43
% Knoten mit Grad > 6 8% 12% 2%
% Knoten mit Grad < 2 75% 38% -

Tabelle 6.12: Vergleich der Ergebnisse von CS, ST und TE sowie einiger
Parameter bei den einfach und 3-zusammenhingenden planaren Graphen
mit m = 2n und n = 200 und den serien-parallelen Graphen mit 200 Knoten

ximalgrad, aber nicht so stark, dass dadurch eine moglichst gleichméflige
Verteilung der Kanten auf die Knoten erzwungen wird. Fiir eine gleichmé-
Bige Verteilung miisste eine Abnahme im Maximalgrad zusammen mit einer
Abnahme im Anteil der Knoten mit sehr hohem Grad und im Anteil der
Knoten mit Grad < 2 erfolgen.

Die vorletzte Zeile in Tab. 6.12 zeigt, dass bei dem Ubergang von serien-
parallelen zu einfach zusammenhéingenden Graphen der Anteil an Knoten mit
relativ hohem Grad (wie z.B. > 6) von 8% auf 12% steigt. Bei dem Ubergang
zu 3-zusammenhéngenden Graphen hingegen sinkt dieser Anteil auf 2%. Der
Anteil an Knoten mit Grad < 2 sinkt bei beiden Ubergiingen, beim ersteren
jedoch nicht genug, um das Problem fiir TE und ST zu vereinfachen.

Die Béume sind die am einfachsten zu losenden Instanzen und werden
alle von allen drei Verfahren optimal gelost. Das liegt daran, dass es bei
Béumen nur eine Fliche gibt und dadurch die zusétzlichen Kosten, die bei
den Korrekturen und Transformationen aufgrund von Flussverschiebungen
entlang f — f Kanten entstehen, entfallen. Die korrigierte Losung ist hier
bereits optimal, die Schritte CS4 und TE4 brauchen nicht durchgefiihrt zu
werden.

Bei allen Baum Instanzen ist die CS1 Losung bereits ganzzahlig. Die TE1

Losung ist bei 185 Instanzen giiltig, bei den restlichen Béumen enthilt sie
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iiberfiillte Biindel. Die durchschnittliche Anzahl der Iterationen bei ST liegt
zwischen 1 und 41, wobei es natiirlich keinen Sinn macht mehrere Iterationen
durchzufithren, da die Optimalitit der TE Losung garantiert ist.

Die vollsténdigen planarisierten Graphen haben eine durchschnittliche
Dichte von 2.15. Vergleicht man sie mit den anderen Graphen mit m ~ 2n, so
liegen sie beziiglich ihrer durchschnittlichen relativen Abweichung zwischen
den einfach zusammenhéngenden und den serien-parallelen Graphen. 16 von

29 Graphen werden von CS optimal gelost. TE 16st nur eine Instanz optimal
(K7), bei ST steigt die Zahl auf 7.

Vollsténdige Graphen (Kg — K34)

# Graphen mit zog = Zop 16
# Graphen mit 2pg = 2o 1

# Graphen mit zgp = zopt 7

@ Maximalgrad 19
& Relative Abweichung CS (%) 0.19
& Relative Abweichung TE (%) 9.5
@ Relative Abweichung ST (%) 0.65

Tabelle 6.13: Vergleich der Ergebnisse von CS, TE und ST bei den vollstén-
digen Graphen K6-K34

Trotz des beachtlichen Anstiegs in der Grofle der Graphen bleibt die ab-
solute Abweichung bei CS und ST relativ gering (Abb. 6.26). Das liegt an
den geringen Knotengraden: alle Knoten in einem vollstdndigen Graphen K,
besitzen den Knotengrad n — 1. Dieser Maximalgrad bleibt nach der Plana-
risierung unveréndert, da nur Knoten mit dem Grad 4 hinzukommen. Das
fithrt zu sehr guten Ergebnissen bei CS und ST (Abb. 6.27). Die Anzahl der
von ST durchgefiihrten Iterationen liegt bei diesen Instanzen zwischen 1 und
26. Im Vergleich zu den mit dem Planar Triconnected Generator erstellten
maximal planaren Graphen, die zudem viel kleiner sind als die planarisierten
vollstdndigen Graphen, ist das ziemlich gering (vergleiche Abb. 6.20). Das
ist auf die spezielle Struktur dieser Instanzen zuriickzufiihren: z.B. haben
17744 der 17778 Knoten im planarisierten K34 den Grad 4. Auf die Losung
von TE wirkt sich dieser Umstand nicht so positiv aus. Der Anstieg in der

Grofle der Graphen hat hier einen grofleren Einfluss: die Anzahl der Biindel
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steigt an (von 42 auf 72098), ebenso die Anzahl der iiberfiillten Biindel (von
0 auf 236).

Vollstéandige Graphen (KK 3,)

250

TE —=—ST —+-CS

200

150

100

a
o

Absolute Abweichung vom ILP-Optimum

o

Abbildung 6.26: Die Absolute Abweichung der CS, TE und SP Losungen
vom ILP Optimum bei den vollstéindigen Graphen Kg — K34 in Bezug auf
die Anzahl der Knoten im planarisierten Graph.
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Abbildung 6.27: Die Relative Abweichung der CS, TE und SP Losungen
vom ILP Optimum bei den vollstéindigen Graphen Kg — K34 in Bezug auf
die Anzahl der Knoten im planarisierten Graph.
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Abbildung 6.28: Ein Vergleich der Anzahl an iiberfiillten Biindel, der Trans-
formationskosten die bei deren Korrektur entsthen und der absoluten Ab-

weichung der TE Losung vom ILP-Optimum in Bezug auf die Knoten im
Graph.
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6.3.2 Laufzeitverhalten

Der TE Algorithmus hat im allgemeinen die geringste Laufzeit (Abb. 6.29, 6.30).
Das liegt daran, dass das LP in Schritt TE1 einem gewohnlichen MCF
Problem entspricht, wihrend das LP in Schritt CS1 zusétzlich die Biin-
delkapazititsbeschrinkung enthiilt und daher eine léingere Laufzeit benotigt
(Abb. 6.31). Da CS1 fast 65 — 80% der Gesamtlaufzeit von CS verbraucht
(Abb. 6.32), bewirkt es einen deutlichen Unterschied zwischen den Gesamt-
laufzeiten beider Verfahren. Bei TE haben TE1 und TE4 ungefihr die gleiche
Laufzeit wihrend TE2,3 vergleichsmiiflig eine etwas geringere Laufzeit beno-
tigt (Abb. 6.33). Aufgrund der mehrfachen Iterationen hat von den drei
Algorithmen ST die lingste Laufzeit. Sie iibersteigt dadurch bei manchen

Instanzen die Laufzeit des ILPs.

Maximal Planare Graphen (Gen.:Random Planar)

60

@ ILP ®-ST 4 CS & TE| /0
50

30

Laufzeit (s)

50 100 150 200 250 300 400 500 600 700
# Knoten

Abbildung 6.29: Die Laufzeiten der vier Verfahren bei den mit dem Random
Planar Graph Generator erzeugten maximal planaren Graphen in Bezug auf
die Anzahl der Knoten im Graph.

Bei den Instanzen, fiir die CS1 bereits eine ganzzahlige Losung liefert,
sodass die weiteren Schritte des Algorithmus entfallen, hat CS eine geringere
Laufzeit (Abb. 6.34). Bei den relativ einfachen Instanzen ist die Laufzeit

von ST aufgrund der mehrfachen Iterationen (z.B. durchschnittlich 23 Itera-
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Abbildung 6.30: Die Laufzeiten der vier Verfahren bei den einfach zusam-
menhéngenden Graphen mit m = 2.5n in Bezug auf die Anzahl der Knoten

im Graph.

Laufzeit (s)

25

=
3

=

0.5

Einfach Zusammenhangende Graphen (m=2.5n)

TE1 A CSlL /

/

/

A/A/‘//-

50

100 150 200 250 300 400 500 600 700
# Knoten

Abbildung 6.31: Die Laufzeiten von CS1 und TE1 bei den einfach zusam-
menhéngenden Graphen mit m = 2.5n in Bezug auf die Anzahl der Knoten

im Graph.
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Abbildung 6.32: Verteilung der Gesamtlaufzeit des CS auf die einzelnen
Schritte des Algorithmus in Bezug auf die Anzahl der Knoten im Graph.
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Abbildung 6.33: Verteilung der Gesamtlaufzeit des TE auf die einzelnen
Schritte des Algorithmus in Bezug auf die Anzahl der Knoten im Graph.
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tionen bei Béumen mit n = 700) um ein vielfaches hoher als die der anderen
Verfahren. Die Laufzeiten liegen bei diesen relativ einfachen Instanzen fiir

alle vier Verfahren unter einer Sekunde.
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Abbildung 6.34: Laufzeiten der vier Verfahren bei den Biumen in Bezug auf
die Anzahl der Knoten im Graph.

Die Abb. 6.35 ermoglicht einen Vergleich zwischen den Laufzeiten des
ILPs bei Graphen aus unterschiedlichen Klassen mit gleicher (oder #hnlicher)
Dichte. Die Laufzeiten von CS und TE verhalten sich dhnlich.

Die grofite Laufzeit benotigen alle Verfahren bei den vollstéindigen Gra-
phen mit n > 30 (Abb. 6.36).
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Abbildung 6.35: Laufzeit des ILPs bei den Graphen mit m =~ 2n und bei
Baumen in Bezug auf die Anzahl der Knoten im Graph.
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Abbildung 6.36: Die Laufzeit der vier Verfahren bei den vollstéindigen Gra-
phen K — K34 in Bezug auf die Anzahl der Knoten im planarisierten Graph.
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6.3.3 Zusammenfassung der experimentellen

Ergebnisse

In Abschn. 5.5 hatten wir festgestellt, dass

2rE1 < 2081 < Zopt (6.1)

ist, also die Ausgangssituation vor der Korrektur bei CS ndher am Optimum
liegt, als die bei TE. Eine direkte Auswirkung dieses Umstandes haben wir
bei unseren Tests bereits festgestellt. Die CS1 Losung liegt fiir einen grofie-
ren Anteil der Test Graphen direkt am ganzzahligen Optimum: sie ist fiir
10783 Rome Graphen (ca. 93.5%) und 3803 RP Graphen (ca. 27.1%) zulés-
sig, withrend die TE1 Losung fiir 5325 Rome Graphen (ca. 46%) und 879 RP
Graphen (ca. 6.3%) zuléissig ist, also keine iiberfiillten Biindel enthilt. Fiir
weitere 736 Rome Graphen (ca. 6.4%) und 6695 RP Graphen (ca. 20.6%)
liegt die CS1 Losung so nahe am Optimum, dass fiir die Losung nach der
Korrektur (CS4) die Optimalitit garantiert werden kann.

Die Tabellen 6.14 und 6.15 fassen diese Ergebnisse zusammen. Was den
Anteil der optimal gelosten Instanzen betrifft, schneidet CS deutlich besser
ab als die beiden anderen Ansitze. 76.4% aller RP Graphen werden von CS
optimal gelost, wihrend ST 23.6% und TE 15.5% dieser Instanzen optimal
16st. Ausserdem 16st CS 100%, ST 88.5% und TE 74.1% aller Rome Graphen

optimal.

’ Rome Graphen \ CS \ ST \ TE ‘
Triviale Instanzen 93.5% | 46.2% | 46.2%
Optimal geloste Instanzen, mit Opt-Garantie 6.4% — —

Optimal geloste Instanzen, ohne Opt-Garantie | 0.1% | 42.3% | 27.9%
Nicht optimal geloste Instanzen — 11.5% | 25.9%

Tabelle 6.14: Eine Zusammenfassung der Ergebnisse der drei Verfahren auf
den Rome-Graphen

Was die durchschnittlichen absoluten und relativen Abweichungen der CS,
ST und TE Losungen vom ILP-Optimum bei den unterschiedlichen Graph-
klassen betrifft, sieht es nicht anders aus: CS hat jedes Mal eine deutlich ge-
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RP Graphen CS ST TE
Triviale Instanzen 27.1% | 6.3% | 6.3%
Optimal geloste Instanzen, mit Opt-Garantie | 20.6% — —
Optimal geloste Instanzen, ohne Opt-Garantie | 28.7% | 17.3% | 9.2%
Nicht optimal geloste Instanzen 23.6% | 76.4% | 84.5%

Tabelle 6.15: Eine Zusammenfassung der Ergebnisse der drei Verfahren auf
den Random-Planar Graphen zusammen mit den planarisierten vollstéindigen
Graphen

ringere Abweichung. Uber alle RP-Graphen betrachtet, liegt die obere Grenze
fiir die durchschnittliche absolute Abweichung fiir TE bei 160.26, fiir ST bei
54.89 und fiir CS bei 4.88. Die obere Grenze fiir die durchschnittliche relative
Abweichung liegt fiir TE bei 9.09%, fiir ST bei 4.45% und fiir CS bei 0.24%.

Wir haben festgestellt, dass der Maximalgrad des Eingabegraphen den
grofiten Einfluss auf die Losung aller drei Verfahren hat. Die Grofle der In-
stanz hat auf die Losungen von CS und ST keinen so groflen Einfluss, wih-
rend die TE Losung deutlich stérker davon abéngt. Die Ergebnisse auf den
vollstdndigen Graphen sind ein sehr gutes Beispiel dafiir.

Ein Anstieg in der Dichte der Instanz fiihrt bei CS zu keiner Verschlichte-
rung, wenn sich dabei der Maximalgrad nicht sehr verédndert. Bei den Losun-
gen von ST und TE hingegen ist dabei eine deutliche Verschléchterung be-
merkbar. Die Ergebnisse auf den 3-zusammenhéingenden Graphen mit Dichte

1.5, 2 und 2.5 sind dafiir ein gutes Beispiel.

6.4 Kandinsky Zeichnungen

Die folgenden vier Kandinsky Zeichnungen sind alle von CS berechnet und
knickminimal. Sie sollen die in den vorigen Abschnitten erwihnten Unter-
schiede zwischen den Graphen aus den unterschiedlichen Klassen veranschau-
lichen.

Ein Vergleich der Abbildungen 6.37 und 6.38 =zeigt den Unterschied
im Maximalgrad zwischen zwei unterschiedlich generierten maximal plana-
ren Graphen mit 50 Knoten. Der mit dem Planar Triconnected Generator
erstellte Graph (Abb. 6.37) hat den Maximalgrad 9, wéhrend der mit dem
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Random Planar Generator erstellte Graph (Abb. 6.38) den Maximalgrad
31 besitzt. Der serien-parallele Graph in Abb. 6.39 mit 50 Knoten weist
sogar einen Maximalgrad von 41 auf. Die Abb. 6.40 zeigt einen Baum mit

50 Knoten und Maximalgrad 8.

Abbildung 6.37: Die von CS berechnete Kandinsky Darstellung eines mit dem
Planar Triconnected Generator erstellten maximal planaren Graphen mit 50
Knoten und Maximalgrad 9. 2z, = zcs = 257 = 99, 2r0p = 106.
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Abbildung 6.38: Die von CS berechnete Kandinsky Darstellung eines mit
dem Random Planar Generator erstellten maximal planaren Graphen mit
50 Knoten und Maximalgrad 31. 2, = 2cs = 114, zgr = 118, 2pp = 131.
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Abbildung 6.39: Die von CS berechnete Kandinsky Darstellung eines serien-
parallelen Graphen mit 50 Knoten, 96 Kanten und Maximalgrad 41. z,, =

Z0s — 83, ZsT — 84, ZTE — 87.
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Abbildung 6.40: Die von CS berechnete Kandinsky Darstellung eines Baumes
mit 50 Knoten und Maximalgrad 8. 2, = 2cs = 257 = 275 = 4.
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Die Abbildungen 6.41 und 6.42 zeigen jeweils die von CS und TE be-
rechneten Kandinsky Zeichnungen desselben Graphen mit 50 Knoten und
75 Kanten. Die von CS berechnete Zeichnung hat 37 Knicke und ist somit

knickminimal, wiihrend die von TE berechnete Zeichnung 42 Knicke enthéilt.

A

Abbildung 6.41: Die von CS berechnete Kandinsky Darstellung eines einfach
zusammenhédngenden planaren Graphen mit 50 Knoten und Dichte 1.5. 2z, =
zZ0s — 37, ZTE — 42.
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Abbildung 6.42: Die von TE berechnete Kandinsky Darstellung eines einfach
zusammenhédngenden planaren Graphen mit 50 Knoten und Dichte 1.5. 2z, =

208 = 37, ZTE = 42,



Kapitel 7
Parametrisierte Komplexitéit

Nach einer kurzen Einfithrung in die Theorie der parametrisierten Komplexi-
tidt (Abschn. 7.1) wird in Abschn. 7.2 eine Variation des Kandinsky Modells
vorgestellt. Es wird gezeigt, dass das Knickminimierungsproblem fiir Zeich-

nungen in diesem Modell Fest-Parameter behandelbar ist.

7.1 Fest-Parameter Behandelbarkeit

Anfangs eine einleitende Definition:

Definition 7.1 Fine formale Sprache L ist eine Menge von Wartern tiber
einem Alphabet ). Die Menge aller endlichen Wérter tber einem Alphabet
>~ ist durch " gegeben. Welche Warter iiber einem Alphabet zur Sprache
gehdren und welche nicht, wird meist durch die Regeln einer formalen Gram-

matik bestimmdt.
Die folgenden Definitionen sind aus [Fel02] entnommen:

Definition 7.2 Eine parametrisierte Sprache L ist eine Teilmenge L C > " x ..
Ist L eine parametrisierte Sprache und (x, k) € L ist, dann bezeichnen wir x

als den Hauptteil, und k als den Parameter.

Der Parameter kann nicht-numerisch sein, es kann sich auch aus verschie-

denen Teilen oder strukturellen Eigenschaften der Eingabe zusammensetzen.

143
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Oftmals sind Probleme durch eine Eingabe definiert, die sich aus bestimmten
Informationen und einer positiven ganzen Zahl zusammensetzt. Als Beispiel
seien hier Graphentheoretische Probleme genannt, bei denen der Input meist
aus einem Graphen G = (V, E) und einer positiven ganzen Zahl k besteht.
Der Graph G kann in diesem Fall als das Hauptteil, die Zahl k£ als der Para-

meter betrachtet werden.

Definition 7.3 Fine parametrisierte Sprache L ist Fest-Parameter behan-
delbar, wenn es einen Algorithmus gibt, der in Zeit f(k)q(|x|) entscheiden
kann, ob (x,k) € L ist, wobei f eine beliebige Funktion und q ein Polynom
in |x| ist. Die Menge aller Fest-Parameter behandelbaren Probleme/Sprachen
wird mit FPT bezeichnet.

Das VERTEX COVER ist eines der bekanntesten Fest-Parameter behan-

delbaren Probleme in der Graphentheorie:

Definition 7.4 VERTEX COVER Sei G die Menge aller Graphen und
set Lyo € G x N definiert durch

Lve = {(G(V,E), k) : V' CV,|V'| < k,V(u,v) EE:ueV' Vo eV}

Das Vertex Cover Problem kann nun folgendermassen definiert werden:
Fingang: Ein Graph G = (V, E) und eine positive ganze zahl k.
Problemstellung: Ist (G, k) € Ly¢?

Dieses Problem ist bekanntlich NP-schwer. In [BG89] fiihrt Buss den ers-
ten Fest-Parameter Algorithmus mit der Laufzeit O(kn+2Fk**2) fiir das Ver-
tex Cover Problem ein. Downey und Fellows verbessern diese obere Schranke
in [DF95] zu O(kn+2*k?). In [BFR9S] stellen die Autoren einen Algorithmus
mit Laufzeit O(kn + 1.324718%k?) vor, welches in [DF99] mit einer geringfii-
gigen Verbesserung auf O(kn + 1.31951%k?) gesenkt wird. In [NR99] kénnen
Niedermeier und Rosmanith diese Laufzeit weiter auf O(kn + 1.29175%k2)
senken. Der zur Zeit beste Algorithmus zur Losung dieses Problems hat die
Laufzeit O(1.2852% + kn) [CKJ01]. Dieser ist implementiert und anwendbar

fiir ein unbegrenztes n und fiir ein & bis zu 400.
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Es erweist sich also als sinnvoll, bei schweren Problemen die Eingabe in
ein Hauptteil x und einen Parameter k zu zerlegen, sodass die Laufzeit poly-
nomial in |z| ist und nur in |k| exponentiell werden kann. Somit kénnen fiir
praxisnahe Probleminstanzen mit relativ kleinem (beschrinktem) Parameter

effiziente Algorithmen entwickelt werden.

7.2 Eine Variation des Kandinsky Models

Wir betrachten eine Variante des Kandinsky Models, in der 0°-Winkel nur
an Knoten mit Grad > 5 erlaubt sind und das wir als das High Degree
Kandinsky Modell bezeichnen. Dieses Modell kann als eine Erweiterung des
Tamassia Modells betrachtet werden, nur so weit modifiziert, dass es auf
Graphen mit hoherem Knotengrad angewendet werden kann, ohne dass die
Knoten mit der Anzahl der inzidenten Kanten wachsen.

Das High Degree Kandinsky Modell hat weniger Einschrinkungen als das
in Abschn. 5.3 vorgestellte Simple Kandinsky Modell, da es sowohl Knoten-
knicke in beide Richtungen als auch 0°-Winkel an Knoten mit hoherem Grad

erlaubt.

7.2.1 Eine Parametrisierte Analyse des High Degree
Kandinsky

Wie bereits erwihnt, ist bisher kein effizienter Algorithmus zur Loésung des
KMCF Problems bekannt. Mit Hilfe von modifizierten MCF Algorithmen
konnen Losungen berechnet werden, die von jedem Biindel hochstens eine
Kante benutzen und somit giiltig sind, aber nicht immer optimal. Da von
jedem Biindel mindestens eine Kante mit Sicherheit nicht in der optimalen
Losung enthalten ist, miisste fiir jedes Biindel entschieden werden, welche
dieser beiden Kanten das ist. Diese Biindelkanten kénnten dann aus dem
Netzwerk entfernt werden, wodurch das MCF Problem im restlichen Netz-
werk mit den klassischen Algorithmen in polynomialer Zeit gelost werden
konnte. Es konnten bisher aber keine Optimalitéitskriterien formuliert wer-

den, mit deren Hilfe auf die Optimalitéit oder nicht Optimalitét einer solchen
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Auswahl von Biindelkanten geschlossen werden kann. Es bleibt nichts ande-
res iibrig, als das MCF Problem fiir alle moglichen 2|] Kombinationen zu
losen. Die |E_’ ‘ Biindel bilden folglich den Teil des KMCF Problems, der fiir
die exponentielle Laufzeit (O(2|E |)) des exakten Algorithmus verantwortlich
ist.

Die Hauptmotivation fiir die Einfithrung des Kandinsky Modells war, die
Erstellung orthogonaler Zeichenungen mit fixer Knotengrofe fiir Graphen mit
einem hoheren Knotengrad zu ermoglichen. Dazu wurden bekanntlich die 0°-
Winkel eingefiihrt, die es mehreren Kanten erlauben, inzident zu derselben
Seite eines Knotens zu sein, was bei einem Knotengrad > 5 unumgénglich
ist. Verzichten wir an Knoten mit Grad < 4 auf die 0°-Winkel, die nicht
unbedingt notwendig sind, konnen wir jene Biindel, die fiir Kanten (u,v) € F
mit deg(v) < 4 eingefiihrt wurden, aus dem Kandinsky Netzwerk entfernen.
Denn gibt es keine 0°-Winkel an einem Knoten v, miissen keine zugehorigen
Knotenknicke erzwungen werden, und genau dazu hatten die Biindel gedient.
In dem neuen Netzwerk, das wir als das High Degree Kandinsky Netzwerk

bezeichnen, ist die Menge Ary der Biindelkanten nun durch

AFH = U Bu,v

(u,v)EE:deg(v)>5

gegeben, wobei B, , wie in Def. 4.3 definiert ist. Der Rest des Netzwerkes
bleibt unveréndert. Ist Viyp = {v € V : deg(v) > 5}, haben wir die Anzahl
der Biindel von }E‘ auf

reduziert.

Definition 7.5 Jeder giiltige Fluss auf einem High Degree Kandinsky Netz-
werk entspricht einer High Degree Kandinsky Darstellung. Fine Kand-
insky Zeichnung, die keine 0°-Winkel an Knoten v mit deg(v) < 4 besitzt,
bezeichnen wir als High Degree Kandinsky Zeichnung.

Sei k nun die Anzahl der Knicke in einer High Degree Kandinsky Zeich-
nung eines Graphen G = (E,V, F') mit planarer Einbettung P. Wir kénnen
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an dieser Stelle folgendes schliefen:

Folgerung 7.1 Fiir alle Knoten v € Vyp gilt: Mindestens eines der zu v
inzidenten Kanten besitzt einen Knotenknick der eindeutig einem 0°-Winkel

an dem Knoten v zuordenbar ist. Daraus ergibt sich:
\Vap| <k (7.1)

Folgerung 7.2 Sei v € Vyp. Von allen zu v inzidenten Kanten verlaufen
hochstens 4 geradeaus. Alle anderen deg(v)—4 Kanten besitzen mit Sicherheit
einen Knotenknick, die eindeutig den deg(v) —4 0°-Winkeln an dem Knoten

v zuordenbar sind. Daraus ergibt sich:
deg(v) —4 <k = deg(v) <k+4 (7.2)
Somit gilt fiir die Anzahl der Biindel:

D deg(v) < > A=|Vup| A< k(k+4) (7.3)

vEVHD vEVHD

wobei A = max{deg(v) : v € Vgp}.

Ein exakter Algorithmus, der aus jedem dieser Biindel eine Kante aus-
wihlt, diese aus dem Netzwerk 1oscht und im restlichen Netzwerk das MCF
Problem 16st; und das fiir jede mogliche Auswahl von Biindelkanten macht,

hitte eine Laufzeit von
O (209 . p(IN|, |A])) (7.4)

wobei p eine polynomiale Funktion ist. Diese Laufzeit kann, unter Beriick-
sichtigung folgender Tatschen verbessert werden.

Sei v € Vyp und n,, € Ngp der dazugehorige Knoten im Netzwerk, wobei
Nyp ={n, € N:v € Vyp} ist.

e Suchen wir uns fiir jeden der vier 90°-Winkel, die der Knoten v so-
zusagen zu vergeben hat, eine Kante (u,v) aus der Menge der zu v

inzidenten Kanten aus und platzieren diesen Winkel in die Fliche links
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von (u,v). Da an allen Knoten auch Winkel > 90° erlaubt sind, kann
eine Kante mehrmals gewihlt werden. Somit gibt es deg(v)* Moglich-

keiten, diese Auswahl zu treffen.

— In die Netzwerk-Sprache iibersetzt bedeutet das folgendes: Fiir
jeden der vier Einheiten, den der Knoten n, zu vergeben hat, ha-
ben wir eine Kante (u,v) ausgewihlt und diese Einheit an den
Knoten h,,,, und von dort aus in die Fliche face(u,v) geschickt
(Abb. 7.1,(a)). Fiir die ausgewéhlten (u, v) ist die untere Schranke
der Kante (hq,v, Nface(u,)) €rfiillt und die f — h Kanten (Biindel-
kanten), die in h,, miinden, konnen aus dem Netzwerk entfernt

werden. Wie gesagt: nur fiir diese feste Auswahl.

e Fiir jede feste Einteilung der Winkel um v steht auch fest, welche
der zu v inzidenten Kanten von derselben Seite des Knotens ausgehen
(Abb. 7.1,(b)). Es ist klar, dass von den zu derselben Seite inziden-
ten Kanten hochstens eine geradeaus verlaufen kann. Fiir die restlichen
Kanten gilt: die Kanten rechts von der geraden Kante miissen einen
Rechts-Knotenknick, die Kanten links davon einen Links-Knotenknick
machen. Setzen wir fiir jede Seite von v eine Kante als die gerade Kan-
te fest (in Abb. 7.1,(c) durch Piinktchen markiert), ist dadurch das

Knoten-Knick-Verhalten der anderen Kanten auf dieser Seite eindeutig

festgelegt. Hat v auf einer Seite nur eine inzidente Kante, wird diese
als die gerade Kante festgelegt. Hat sie keine inzidenten Kanten auf ei-
ner Seite, wird nichts gemacht. Wieviele Moglichkeiten stehen uns fiir
die Auswahl der geraden Kanten zur Verfiigung? Im schlimmsten Fall
sind die Kanten gleichmifig auf die vier Seiten des Knotens verteilt,
womit wir fiir jede Seite deg(v)/4 Moglichkeiten hitten. Insgesamt also
hochstens (deg(v)/4)* Moglichkeiten.

— Im Netzwerk entspricht das folgendem Fall: Die Biindelkanten,
die Knotenknicken auf einer geraden Kante entsprechen, kénnen
aus dem Netzwerk entfernt werden, da diese Kante keine Kno-

tenknicke aufweisen muss. Fiir eine gerade Kante (u,v) sind das
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die f — h Kanten al/, und af,. Da alle Kanten rechts von (u, v)
nach rechts knicken miissen, konnen die f — h Kanten, die Links-
Knotenknicken auf diesen Kanten entsprechen, ebenfalls aus dem
Netzwerk entfernt werden. Analog kénnen fiir die Kanten links von

(u,v) die f — h Kanten fiir Links-Knotenknicke entfernt werden.

Vv Q ’,/”’Q
A \\ &/ /I
< N () \\ 7 N /
\ /
A Ing| & A ln | 2
a2 0
A D Y -
O--- S/
. o
. \Y
(@ (d)

Abbildung 7.1: Einteilung der positiven Winkel und Festlegung der geraden
Kanten

Damit ist mindestens eine Kante jedes Biindels um den Knoten n, aus
dem Netzwerk entfernt worden (Abb. 7.1,(d)). Macht man das fiir alle Kno-
ten in Vi p, gibt es im Netzwerk keine zwei Kanten mehr, die zu demselben
Biindel gehoren, sodass das MCF Problem im restlichen Netzwerk in poly-
nomialer Zeit gelost werden kann.

Fassen wir zusammen: Fiir jeden Knoten v € Vi p gibt es deg(v)?* mogliche
Einteilungen der Winkel, fiir jede dieser Einteilungen (deg(v)/4)* mogliche

Auswahlen der geraden Kanten, also insgesamt hochstens

deg(v)* - (dei(v)) < deg(v)® (7.5)

Moglichkeiten sich festzulegen. Bildet man das Produkt iiber alle Knoten in
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VHD:

[] desf< J] (@9 =a%ml < e (76)
il
(7.1),(7.2)

Ein exakter Algorithmus, der fiir alle (k + 4)4k Moglichkeiten das MCF
Problem I6st und das beste Ergebnis zuriickliefert, hiitte somit eine Laufzeit

von

O ((k+4)* - p(IN].,|A])) (7.7)

wobei p eine polynomiale Funktion und k& die Anzahl der Knicke ist.



Kapitel 8
Zusammenfassung und Ausblick

In dieser Arbeit haben wir uns mit dem Knickminimierungsproblem bei
Zeichnungen im Kandinsky Modell befasst. Das Problem wird dabei auf ein
spezielles Min-Cost Flow Problem, das Kandinsky MCF Problem, zuriickge-
fithrt. Die Komplexitét dieses Problems ist bisher unbekannt.

Die bisherigen Losungsansiitze fiir dieses Problem sind die von Eiglsperger
in [Eig03] eingefiihrten zwei Verfahren: ein Approximationsalgorithmus mit
Giitegarantie 2 und eine verbessernde Heuristik.

Wir stellen den von uns entwickelten Cyclic-Shift Algorithmus vor, der
eine Niherungslosung fiir dieses Problem berechnet, die im schlimmsten Fall
hochstens zwei Mal so schlecht wie die optimale Losung ist. Dazu wird das
Kandinsky MCF Problem zuniichst als Ganzzahliges Lineares Programm for-
muliert. Ausgehend von der nicht ganzzahligen Losung der LP-Relaxierung
wird eine ganzzahlige Néherungslosung konstruiert.

Wir testen alle drei Verfahren und vergleichen die Ergebnisse mit den
exakten Losungen. Die Testergebnisse zeigen, dass unser Algorithmus in der
Praxis viel bessere Ergebnisse als die bisherigen Ansiitze liefert.

Wir definieren ausserdem eine Variation des Kandinsky Modells, in der
0°-Winkel nur an Knoten mit Grad > 4 erlaubt sind und zeigen, dass das
Knickminimierungsporblem in diesem Modell Fest Parameter behandelbar
ist.

Einige offene Fragen, die fiir zukiinftige Arbeiten in dieser Richtung in-

151
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teressant sein konnten:

1- Die verbessernde Heuristik von Eiglsperger ist im Grunde ein wieder-
holtes Anwenden des Transformationsalgorithmus. Auf &hnliche Weise kénn-
te auch durch wiederholtes Anwenden des Cyclic-Shift Algorithmus eine Ver-
besserung erzielt werden.

2- Da es bei der Losung des KMCF Problems im Grunde auf die Auswahl
der richtigen Biindelkanten ankommt, stellt sich die Frage, ob nicht Kriterien
fiir eine optimale Auswahl der Biindelkanten formuliert werden konnen.

3- In dieser Arbeit haben wir gezeigt, dass die Laufzeit des Knickminimie-
rungsproblems im High Degree Kandinsky Modell durch O <(k +4)"* . p(|N], |A|)>
beschrinkt ist. Es wiire interessant ob diese obere Schranke weiter verbessert
werden kann.

4- Letztendlich stellt die Komplexitit des KMCF Problems weiterhin eine

offene Forschungsfrage dar.
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