Neue Anwendungen von SPQR-Bumen im
Graphenzeichnen

Rere Weiskircher

Abstract: Wir untersuchen zwei Probleme auf dem Gebiet des Zeichnens von Gra-
phen. Bei beiden Problemen geht es darum, eine Funktien der Menge aller Ein-
bettungen eines planaren Graphen zu optimieren und wir verwenden jeweils SPQR-
Baume um die Probleme zidden. Das erste von uns betrachtete Problem ist das
Einflgen einer zuizlichen Kante in einen planaren Graphen mitgichst wenigen
Kreuzungen. Dies is der erste Algorithmus, der das Probteshund er hat lineare
Laufzeit. Das zweite Problem ist das Berechnen einer orthogonalen Zeichnung mit
der minimalen Anzahl von Knicken. Es ist bekannt, dass dieses Problem NP-schwer
ist. Hier benutzen wir den SPQR-Baum, um ein ganzzahliges lineares Programm zu
entwickeln, dessendsungen den Einbettungen des Graphen entsprechen. Dies ist die
Grundlage iir unseren Algorithmudi die Berechnung einer knick-minimalen Zeich-
nung, der sich in unseren Experimenten im Vergleich mit der bisher verwendeten Me-
thodeliberlegen gezeigt hat.

1 Einfuhrung

Es gibt viele wissenschaftliche Gebiete, in denen Graphen benutzt werden, um Beziehun-
gen zwischen Objekten zu modellieren. Der Grund ist, dass viele Wissenschaften sich mit
komplexen Systemen interagierender Objekte befassen. Die Objekte des Systems entspre-
chen den Knoten des Graphen und die Beziehungen den Kanten.

Eine Zeichnung eines Graphen kann das Verstehen eines Sysireainsein menschlichen
Betrachter sehr vereinfachen. Ein Beispigl éine gelungene Visualisierung aus dem Ge-

biet der Wirtschaftswissenschaften zeigt Abbildung 1 [HJ0O0]. Dargestellt sind die Anteils-
Beziehungen einiger groRer spanischer Unternehmen. Diese Zeichnung ist eine orthogona-
le Zeichnung d.h. die Kanten sind als Folgen vertikaler und horizontaler Geradensegmente
gezeichnet.

Eines der wichtigsten Kriterieruif die Qualitit einer orthogonalen Zeichnung ist die An-

zahl der Kreuzungen. Erilt die Zeichnung eines Graphen viele Kreuzungen, so igtres f

den Betrachter meist schwierig zu erkennen, welche Knoten durch eine Kante miteinan-
der verbunden sind. Auch ist es in orthogonalen Zeichnungersehenswert, fglichst

wenige Segmente pro Kante zu verwenden. Einer Kante, die aus vielen Segmenten besteht
und somit viele Knicke hat, kann das Auge nicht so gut folgen wie einer Kante mit weni-
gen Knicken. Abbildung 2 zeigt zwei Zeichnungen des selben Graphen, die linke hat 11
Kreuzungen und 15 Knicke &hrend die rechte nur eine Kreuzung und neun Knicke hat
und deshalb vielibersichtlicher ist.
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Abbildung 1: Ein Graph, der die Firmenbeteiligungen zwischen verschiedenen spanischen Firmen
zeigt.

Abbildung 2: Zwei verschiedene Zeichnungen des selben Graphen mit unterschiedlicher Anzahl von
Kreuzungen und Knicken

Hier beschftigen wir uns sowohl mit der Minimierung der Anzahl der Kreuzungen in
einer Zeichnung als auch mit der Minimierung der Anzahl der Knicke. Bei beiden Proble-
men geht es darum, eine Eigenschatft einer Zeichriloay alle ndglichen Einbettungen

zu optimieren und beides mal benutzen wir SPQirHBe, um das Problem zosen. Ab-
schnitt 2 gibt eine kurze Eiithrung in SPQR-Bume. In Abschnitt 3 untersuchen wir das
Problem, wie man eine neue Kanten in einen planaren Graphdigemkann, so dass
moglichst wenige Kreuzungen entstehen. Der resultierende Algorithmus kann in einer
Heuristik verwendet werden, die nicht-planare Graphen mit wenigen Kreuzungen zeich-
net. In Abschnitt 4 entwickeln wir einen Algorithmus, dér einen Graphen eine ortho-
gonale Zeichnung mit der kleinstendglichen Anzahl von Knicken berechnet. Das dort
vorgestellte ganzzahlige lineare Programm @glicht es erstmals, Algorithmen aus der
linearen Programmierung auf Probleme anzuwenden, bei déserrdie Menge der Ein-
bettungen eines Graphen optimiert werden muss.



2 SPQR-Baume

SPQR-Biume wurden von Di Battista und Tamassia eiiigef[BT89] und man kann sie
benutzen, um alle Einbettungen eines Graphen aafdan. Einbettungen beschreiben die
Topologie einer planaren Zeichnung eines Graphen. Man kann eine Einbettung definieren,
indem man @ir jeden Knoten die Reihenfolge der inzidenten Kanten im Uhrzeigersinn
angibt.

Die Eigenschaft von SPQR&Bime, alle Einbettungen eines Graphen allien zu bnnen
nutzen Bertolazzi, Didimo und Di Battista aus, um mit Hilfe eines Branch & Bound Al-
gorithmus die Knicke einer Zeichnung zu minimieren [BBD0OO] und um Zeichnungen zu
erzeugen, in denen @lichst viele Kanten nach oben gerichtet sind [BBD02]. Das hat
uns motiviert, sie bei derdsung der beiden Probleme, die hier betrachtet werden, zu ver-
wenden. Die Gil3e der Datenstruktur SPQR-Baum eines Graphemachst nur linear

mit der Anzahl der Kanten i’ und das gilt auchiifr die beidtigte Zeit um den Baum zu
berechnen [GMO1].

Jeder Knoten des Baums ist mit einem speziellen Graphen assoziiertSkidattdes
Knotens, den man als vereinfachte Sicht v@rinterpretieren kann. Die Knoten eines
Skelettes sind Knoten va@@ wahrend die Kanten entweder Kanten oder Teilgraphen von
G entsprechen. Es gibt vier Typen von Knoten im Bauin P-, Q- und R-Knoten), die
sich durch die Struktur ihrer Skelette unterscheiden. @iKnoten sind die Bitter des
Baums.

Abbildung 3 zeigt einen Graphen 3(a) und die Skelette seiner inneren Knoten. Diese sind
ein S-Knoten 3(b), einP-Knoten 3(c) und eim?-Knoten 3(d). Die grauen Kanten in den
Skeletten steherilf Teilgraphen ithrend die schwarzen Kanten auch im Originalgraphen
enthalten sind.

ZAGINZN
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Abbildung 3: Ein Graph 3(a) und die Skelette der inneren Knoten seines SPQR-Baums

Die Eigenschaft, die wir uns bei unseren Algorithmen haagitiich zu nutzen machen
ist, dass eine Einbettungif den Graphen eine Einbettunigy falle Skelette definiert und
umgekehrt.



3 Das Einfugen einer Kante in einen planaren Graphen

Enthalt die Zeichnung eines Graphen viele Kreuzungen ist sie meist nicht gut lesbar. Un-
glucklicherweise ist es NP-schweijrfeinen Graphen eine Zeichnung mit der minima-
len Anzahl von Kreuzungen zu finden [GJ83]. Sellistrelativ kleine Graphen (z.Buf
Graphen mit 20 Knoten), ist kein Algorithmus mit vertretbarer Laufzeit bekannt, der das
Problem ost.

Aus diesem Grund benutzt man Heuristiken um Zeichnungen von nicht-planaren Graphen
mit wenigen Kreuzungen zu berechnen. Eine der besten Methoden, die mam téerf
wendet, ist diePlanarisierungsmethod®abei werden erst Kanten aus dem Eingabegra-
phen gebscht, um eineplanaren d.h. kreuzungsfrei zeichenbaren Graphen zu erzeugen.

In diesen werden dann die gsthten Kanten nacheinander wieder eiiigefwobei man

die entstehenden Kreuzungen durch neue Knoten mit vier inzidenten Kanten ersetzt (Ab-
bildung 4 zeigt diesen Vorgang). Dadurch liegt zu jedem Zeitpunkt ein planarer Graph
vor. Eine Zeichnung des entstandenen Graphen kann man leicht in eine Zeichnung des
urspiinglichen Graphen umwandeln, indem man die neuen Knoten wieder durch Kreu-
zungen ersetzt.

Abbildung 4: Kunstliche Knoten (hier als graue Kreise gezeichnet) wurden in den Graphen ein-
gefugt, um die Kreuzungen zu beseitigen, die beim &ijefin der neuen Kante entstanden sind.

Das Problem, dass sich beim Wiederégén der Kanten stellt haben wir mit Hilfe von
SPQR-Baume gddst. Es geht darum, eine Kante in einen planaren Graghep ein-
zufugen, dass dabeidglichst wenige Kreuzungen entstehen und dass sich keine Kanten
von G kreuzen.

Bevor wir uns mit dem Problem besiftigt haben, wurde das Eiijen der Kanten wie
folgt durchgetihrt: Man wahlt eine beliebige Einbettung des planaren Graphen und be-
rechnet einen ilrzesten Pfad in dem dualen Graphen, der durch die Einbettung definiert
ist. Die erhaltene tisung garantiert, dass die Anzahl der entstandenen Kreuzuiigen f
die gevahlte Einbettung minimal ist. Allerdings kann és findere Einbettungen bessere
Losungen geben.



Unser neuer Algorithmus minimiert die Anzahl der Kreuzungéer alle Einbettungen.

Er zerlegt zuerst den Graphen in seine Zusammenhangskomponenten. Sind die beiden
Knotenu undw, die es zu verbinden gilt, in verschiedenen Zusammenhangskomnponenten
enthalten (es gibt also keinen Pfad im Graphen der sie verbindethrsek wir stets die
Kante(u, v) in den Graphen eiifgen, ohne eine Kreuzung zu erzeugen.

Liegenwu undv in der gleichen Zusammenhangskomponente, so irdiese deBlock-
Baum B berechnet. Dieser eriilt aul3er den Knoten des urépglichen Graphen auch
Knoten, die die zweizusammeiamgenden Komponenten des Graphen darstellen (maxi-
male Teilgraphen, die nicht durchbkchung eines Knotens zerfallen). Der Algorithmus
berechnet den Pfal? in B vonu nachv und fur jede Komponente auf dem Pfad ein paar
von Knoten, das darin undv reptasentiert. Dann ruft der Algorithmugifjede der Kom-
ponenten die Funktionif zweizusammerédngende Graphen auf. Dieser berechnet dann
jeweils eine Folge von Kanten, dé&infligepfad die durch die neue Kante gekreuzt wer-
den. Der Einfigepfad @ir den gesamten Graphen ergibt sich durch Aneinasiédedn der
Einfugepfadeiir die Komponenten.

Der Algorithmus fir zweizusammeriéngende Graphen ist das Kelfitk des Verfahrens.

Er nitzt aus, dass nur die Skelette derKnoten im SPQR-Baum des Graphéir flie
Anzahl der notwendigen Kreuzungen entscheidend sind. Der Algorithmus betrachtet alle
R-Knoten Skelette auf dem Pfad im SPQR-Baum zwischen den zu verbindenden Knoten
u undw. In jedem dieser Skelette erzeugen wir zwei neue Knatamd+’, die v undv
reprasentieren.

Danach ersetzen wir alle Kanten des Skelettes, die nicht inzideritauerv’ sind durch
die Teilgraphen vort7, die sie repasentieren. & eine beliebige Einbettung des erhalte-
nen Graphen, den wir derweiterungsgraphemes Skelettes nennengknen wir nun
den Kirzesten Pfad im dualen Graphen berechnenufienit v* verbindet. Dieser Pfad
entspricht einem Eirifgepfad @ir v’ undv’. Hangen wir die Einfigepfade alleiz-Knoten
Skelette auf dem Pfad aneinander, so erhalten wir einerugapfad @ir den gesamten
Graphen.

Abbildung 5(a) zeigt einen Graphen dessen SPQR-Baum nur &remoten entflt mit

den beiden zu verbindenden Knoten. Abbildung 5(b) zeigt den Erweiterungsgraphen des
Skelettes des-Knotens mit der neuen Kante. In Abbildung 5(c) ist die entsprechende
Kante im Originalgraphen so einggjft, dass die gleiche Kante wie im Erweiterungs-
graphen gekreuzt wird. Dazu wurde die Einbettung des Originalgraphen entsprechend
geandert.

Wir kdnnen zeigen, dass der von unserem Algorithmus berechnetiaégEpfad @ir die
neue Kante minimale &nge hat. Dies ist auch unter Beksichtigung aller raglichen
Einbettungen des Graphen wahr und sofst ker das Problem des Eiigfens einer Kante
optimal. Die Laufzeit unsere Algorithmus ist linear in deroGe des Eingabegraphen.
Auch die bisher verwendete nicht optimale Methode zumikgjah einer Kante in einen
planaren Graphen hat lineare Laufzeit.

Wir wollten nun wissen, welche Vorteile es bringt, unseren neuen Algorithmus im Rahmen
der Planarisierungsmethode zu benutzen. Wir verwendeten dazu die 8249 nicht-planaren
Graphen aus der bekannte Benchmark-Suite aus [BIZL (Graphen aus industriellen
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Abbildung 5: Ein Graph mit zu verbindenden Knoten (a), dem Erweiterungsgraphei+-idasten
Skelettes mit der eingbten Kante (b) und das entsprechende Resultat imiumgfichen Graphen

(©)

Anwendungen). Abbildung 6 zeigt die durchschnittliche prozentuale Verringerung der An-
zahl der Kreuzungen bei Verwendung unseres neuen Verfahrens statt dem Standardverfah-
ren. Es gab nur wenige kleine Graphen in der Benchmark-Suite, weshalb die Durchschnitte
erst ab etwa 40 Knoten aussag#kig werden. Dann zeigt sich aber eine durchschnittliche
Verbesserung von etwa 15%.
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Abbildung 6: Durchschnittliche Verringerung der Kreuzungszahl in Prozent bei Verwendung unserer
neuen Methode

4 Knickminimierung in Orthogonalen Zeichnungen

In einer orthogonalen Zeichnung eines Graphen werden die Kanten als Folgen von hori-
zontalen und vertikalen Geradensegmenten gezeichnet. Ein Beispiel ist die Zeichnung in



Abbildung 1. Der Punkt, wo ein vertikales Segment einer Kante sich mit einem horizonta-
len Segment der gleichen Kante schneidet, Winitk genannt.

Es ist schondnger bekannt, dass maiir feine fixe Einbettung eines Graphen in poly-
nomieller Zeit eine Zeichnung mit der minimalen Anzahl von Knicken berechnen kann.
Dies geschieht, indem man das Problem in ein Fluss-Netzwerk umwandelt, indem man
dann einen Fluss mit minimalen Kosten bestimmt. Der erste Algorithmus dieser Art wur-
de von Tamassia entwickelt [Ta87]. Ist die Einbettung eines Graphen nicht festgelegt, so
ist es ein NP-schwer, eine Zeichnung mit der kleirtggtichen Anzahl von Knicken zu
berechnen [GT02].

Abbildung 7 zeigt zwei orthogonale Zeichnungen des gleichen Graphen, die zwei unter-
schiedliche Einbettungen darstellen. Beide Zeichnungen sind knickminimdid dar-
gestellte Einbettung. hrend die linke Zeichnung 13 Knicke aufweist, hat die rechte
Zeichnung nur 7 Knicke. Dies zeigt, dass die Wahl der Einbettung grof3en Einflu? auf die
Anzahl der Knicke in der fertigen Zeichnung haben kann.

Abbildung 7: Zwei orthogonale Zeichnungen des gleichen Graphen, die jeweils knickminimal sind
fur die dargestellte Einbettung

Es gibt bereits einen Branch & Bound Algorithmus, um einen planaren zweizusammen-
hangenden Graphen mit der minimalen Anzahl von Knicken zu zeichnen [BBDO0O]. Wir
sind dieses Problem mit Hilfe von Methoden der ganzzahligen linearen Programmierung
angegangen und haben dadurch einen beachtlichen Geschwindigkeitsiiogeil¥e Pro-
bleminstanzen erzielt.

Zur Beschreibung von Einbettungen als Vektoren mitébém Eintagen verwenden wir

die Tatsache, dass man eine Einbettung auch durch die Menge der gerichteten Kreise cha-
rakterisieren kann, die Regionen begrenzen. Ein Kreis begrenzt eine Region, wenn in einer
Zeichnung, die die Einbettung realisiert, die linke Seite des Kreises leer ist. Man nennt die-
se Kreise aucRegionen-KreiseAbbildung 8 zeigt ein Beispieliir einen Regionen-Kreis.

Wieder nutzen wir die Tatsache aus, dass ein SPQR-Baum alle Einbettungen eines Gra-
phen repasentieren kann. Wie schon vorher ahmt, ist jeder Knoten in dem Baum mit ei-

nem speziellen Graphen, seinem Skelett, assoziiert. Weil die Skelette eine einfache Struk-
tur haben ist es nicht schwierig, ein ganzzahliges lineares Programm (GLP) zu konstruie-

ren, welches die Einbettungen eines Skelettes beschreibtiliverf fir jeden gerichteten



Abbildung 8: Der fett gezeichnete gerichtete Kreis ist ein Regionen-Kreis der dargestellten Einbet-
tung.

Kreis, der in zumindest einer Einbettung des Skelettes ein Regionen-Kreis ist, éine bin
Variable ein. Hat diese Variable Wert 1, so ist der Kreis in der dargestellten Einbettung ein
Regionen-Kreis.

Wir berechnen das GLRiIf komplexere Graphen rekursiv, indem wir den SPQR-Baum
an einem inneren Knoten in kleinere SPQRtBne (dieSpalt-Baumé aufspalten. Dieser
Vorgang ist in Abbildung 9 dargestellt. Dabéhiren wir neu&)-Knoten ein, denn auch die
Spalt-Baume niissen als SPQR&Ime die Eigenschaft haben, dass alkt®rQ-Knoten
sind.

Abbildung 9: Aufspalten eines SPQR-Baums am inneren Knoterkleinere Baume

Um aus den GLPs der SpaléBme ein GLPir den urspinglichen Baum zu konstruieren,
bestimmen wir erst die Variablenmengde flas gesamte Problem. Dazu kombinieren wir
Kreise, die durch Variablen in den GLPs der SpaitiBie repiisentiert sind um Kreise

im Originalgraphen zu erhalten. Unser Verfahren garantiert, dass wir géndiefKreise
Variablen einfihren, die Regionen-Kreise in mindestens einer Einbettung des Graphen
sind. Also fihren wir die kleinste rigliche Menge von Variablen ein diétig ist, um alle
Einbettungen darstellen zwknen.

Einen Teil der Ungleichungeriif das GLP des urspinglichen Graphen erhalten wir, in-
dem wir die Ungleichungen in den GLPs der Spalt-Graphen auf die Variablenmenge des
urspiinglichen Graphen anpassen. Wihfen Aulerdem noch zatzliche Ungleichungen
ein, die den Zusammenhang zwischen den Spalt Graphen modellieren. Wir konnten zei-
gen, dass die isungen des so gewonnenen GLPs exakt der Menge aller Einbettungen des



Graphen entsprechen.

Um nun unser urspingliches Knickminimierungsproblem zaden, kombinieren wir das

GLP, das die Einbettungen des Graphen beschreibt mit einem linearen Programm (LP),
das die orthogonalen Regsentationen des Graphair £ine feste Einbettung beschreibt.
Das LP ist abgeleitet von der Formulierung des Knickminimierungsproblémgeste
Einbettungen als Netzwerk-Fluss Problem [BBDOQ].

Die Kombination des GLP mit dem LP erzeugt ein gemischt ganzzahliges lineare Pro-
gramm, welches die Menge der orthogonalen Repntationen eines Graphen beschreibt.
Eine Optimalbsung des Programms entspricht einer orthogonalernéReptation mit der
minimalen Anzahl von Knicken. Wirdsen das Programm mit Hilfe von CPLEX, einem
kommerziellen bser fir gemischt ganzzahlige lineare Programme. Unser Einbettungs-
GLP kann man auf diese Weise immer dort benutzen, wo man eine Furilbemalle
Einbettungen optimieren will und das Problem sié éine feste Einbettung als (ganz-
zahliges) lineares Programm beschreiligst. Durch Verbindung der linearen Prgramme
kann man dann die Funktidiber alle Einbettungen optimieren.

Unsere Experimente zeigen, dass unser neuer Ansatz dem schon bekannten Branch &
Bound Ansatz von [BBDOOiberlegen ist. Wir haben mit dem Graphen-Generator, den
auch Bertolazzi, Di Battista und Didimo verwendet haben 500 Graphen generiert, die sich
durch eine groRe Anzahl von Einbettungen auszeichnen. Auf diese Graphen haben wir die
Implementierung des Branch & Bound Algorithmus aus [BBDO0O] und die Implementie-
rung unseres neuen Algorithmus angewendet. Beide Programme liefen auf dem gleichen
Rechner unter den gleichen Bedingungen. Bigchse in Abbildung 10 zeigt die Anzahl

der Knoten der Graphen und djeAchse die durchschnittliche Laufzeit der Algorithmen

fur die Graphen mit der entsprechenden Anzahl von Knoten. Das Diagramm zeigt, dass
unser Algorithmus (GLP) fast doppelt so schnell ist wie der Branch & Bound Algorithmus
(B & B).
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Abbildung 10: Laufzeitvergleich mit dem Branch & Bound Algorithmus
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