Kapitel 6

Fibonaca-Heapsund Amortisierte
Analyse

Der Fibonaca-Hea dient als eine Implementierungfur die estrakte Datenstruktur Priority
Queue und wurde von Michad L. Fredman and Robert E. Tarjan entwickelt. Im Vergleich
zur einfachen Queue, die Sie aus Algarithmen undDatenstrukturen 1 kennen, speichert eine
Priority Queue fur jedes Element zusatzlich einen Prioritatswert ab und unerstitzt folgende
Funktionen:

e Insert: Ein neues Element wird in die Priority Queue engefugt.

e ExtradMax: Das Element mit dem grofden Prioritatswert wird ausgegeben und aus
der Priority Queue entfernt.

e IncreaseKey: Der Prioritatswert eines Elementsin der Priority Queue wird erhoht.

Das Einsatzgebiet von Priority Queues in der Informatik ist sehr vielfaltig. Bel Resurcen-
zutellungen oder Scheduling-Anwendungen sollen z.B. Prozess bevorzugt werden, die eane
hohe Prioritéat besitzen. Bel der Beredhnung von Kirzesten Wegen mittels Dijkstras Algo-
rithmuskonren die Distanzen zwischen den einzenen Knoten in Priority Queues gespei chert
werden. Prims Algorithmus zur Berechnungeines minimalen Spannbaums kann hiermit effi-
zienter implementiert werden, und richt zuletzt konren Priority Queues auch zum effizienten
Sortieren nitzlich sein.

Eine anfache Implementierungeiner Priority Queue haben Sie schon el Hegosort kennen-
gelernt. Dort wurdesie dsein binarer Hegp redisiert. Zur Erinnerung Ein (Maximum-)Heg
ist ein spezeller binarer Baum, reprasentiert durch ein einfaches Feld, in dem die fur jeden
Knoten die Hegobedingung git: Ein eingetragene Schlissel muss mindestens © groR wie
die Schliis=! der beiden Kinder, fall s diese existieren, sein. Damit ist es moglich, fur einen
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n-elementigen Hegp die Methoden Insert, ExtradMax und IncreaseKey in O(logn) Zeit zu
implementieren.

Ein Fiboraca-Heg besteht aus einer Menge von Baumen, die jeweil s die genannte Hegpel -
genschaft erfullen. Allgemein kann nunein Knoten auch mehr als zwel Nadfolger besitzen,
d.h. wir beschranken urs nun richt mehr auf binare Baume. Die Wurzdknoten befinden
sich in einer gemeinsamen Wurzdebene. Ein globaler Max-Pointer verweist auf das grolde
Element (das Element mit der hochsten Prioritat) in der Datenstruktur. Jeder Knoten in den
Baumen hat auf¥erdem einen Zustandsfeld, der angibt, ob er angeregt ist oder nicht. Diese
Eigenschaft wird in der IncreaseKey-Operation verwendet undist in weiterer Folge fur die
Performanceanayse wichtig.

Abhildung 61 zeigt ein Beispiel fur einen Fibonaca-Heg bestehend aus drel Baumen. Die
Knoten 18 und 12sind angeregt.
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Abbildung 61: Beispiel fur einen Fiboraca-Heap.

Durch seinen besonderen Aufbau ermoglicht der Fiboracd-Heg eine ehebliche
Performancesteigerung Tabelle 6.1 zeigt einen Laufzdtvergleich zwischen der Implemen-
tierungeiner Priority Queue ds binarer Hegp undals Fiboraca-Heap.

Tabelle 6.1: Laufzatvergleich zwischen binarem Hegp undFiboraca-Hea.

Operation Binarer Heg | Fibonaca-Heg
Insert O(logn) 0(1)
ExtradMax | O(logn) O(logn)*
IncreaseKey | O(logn) O(1)*

* Amortisierte Laufzeit, siehe Kapitel 6.2

6.1 Implementierung

In diesem Kapitel wird die konkrete Redisierung der drel Operationen erlautert und povi-
sorisch analysiert.
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6.1.1 Insert

Die Implementierung vonlinsert ist sehr einfach: Der einzufiigende Knoten v wird als ein
neuer, zusatzlicher Wurzdknoten auf der Wurzeebene @ngefugt und der Max-Pointer ge-
gebenenfall s umgesetzt. Trivialerweise benotigt diese Funktion nu eine konstante Laufzet.
Diese @nfadche Herangehenswei se bedeutet jedoch elnen groferen Umorgani sationsaufwand
bei den anderen Funktionen.

6.1.2 ExtractMax

Bel der ExtradMax-Funktionist es zwar einfach, mittels des Max-Pointers das grol¥e Ele-
ment zu finden, nach dessen Entfernen mussjedoch die Datenstruktur wie folgt reorganisiert
werden. Alle Kinder des Max-Pointers werden in die Wurzdebene aufgenommen und hl -
den somit die Wurzdn ihrer Unterbaume. Dannist es notwendig, alle Wurzen zu durchlau-
fen, um das neue grofde Element zu bestimmen und den Max-Pointer auf dieses zu setzen.
Wahrenddessen wird die Datenstruktur aufgeraumt, sodassam Ende dl e Wurzd knoten paa-
weise verschiedene Knotengrade besitzen. Diese Eigenschaft ist spater fur das garantieren
einer guten Performance wichtig.

Algorithmus 32 Aufraumen (var H)
Eingabe: Fiboracd-Heg wahrend ExtradMax nadh dem Loschen des grofden Elements.
Ausgabe: Aufgeraumter Fiboraca-Heap.

1: fur alleWurzdn v {

2. ende = false;

3.  wiederhole

4 d = deg(v);

5: falls B[d] == NULL dann {

6: Bld] = v;

7: ende = true;

8: } sonst {

9: falls B[d] kleiner alsv in Bezug auf Prioritat dann {
10: mache B|d| zum Kind vonu;
1L } sonst {

12 mache v zum Kind von B|d];
13 v = Bld];

14: } deg(v) istjetzt d + 1

15: Bld] = NULL;

16: }

17 bisende;
18 }
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Algorithmus 32 zegt, wie dieses Prinzip umgesetzt wird. Fur jeden Wurze knoten wird tiber-
pruft, ob sein Grad einzigartig ist. Wenn des nicht der Fall i st, werden die beiden Wurzd-
knoten mit dem selben Grad und de vonihnen aufgespannten Baume zusammengefuigt. Der
Grad des Wurzdknotens des neuen Baumes wird wieder Uberprift. Fur die Implementierung
wird ein Hilfsarray B verwendet, das Zeiger zu den Wurzdknoten aufgegli edert nac ihren
Graden abspeichert, d.h. deg(v) = i < Bl[i] = v, wobei deg(v) den Grad des Knotens v
darstellt. Damit 1asg sich effizient erkennen bzw. verhindern, dasszwei Wurzedknoten den
gleichen Grad annehmen wirden. Abb. 6.2 und 63 ill ustrieren diesen Vorgang anhand eines
Beispiels.

Abbildung 62: Beispiel fur ExtradMax: Der Knoten 26 wird entfernt.

Esist leicht zu erkennen, dassdie Worst-Case Laufzat fur ExtradMax von der Anzahl der
Wurzdknoten abhangt. Sei d der Knotengrad des gel dschten Wurzd knatens undm die An-
zahl der Wurzen vor dem Ldschen, dann benttigt ExtradMax O(d+m) Zeit. Dies bedeutet,
dassdiese Funktionim Worst-Case, nachdem n Mal ein neues Element eingefugt wurde und
danach ExtradMax aufgerufen wird, eine Laufzet von O(n) bendtigt.

6.1.3 IncreaseKey

Zuerst wird der Prioritatswert des betroff enen Knotens v auf den neuen Wert newKey erhoht.
Wenn d e Hegpeigenschaft zwischen v undseinem Vorganger « nicht verletzt ist, mussnichts
welter unternommen werden. Ist diese jedoch verletzt, kommt v mit seinem Unterbaum in
die Wurzdebene. Der Max-Pointer wird gegebenenfall s umgesetzt. Hier bendtigen wir den
Zustand, ob ein Knoten angeregt ist, um zu kennzechnen, ob der Knoten schon mal ein
Kind verloren hat. Ist u noch nicht angeregt, wird er angeregt. War u bereits angeregt, d.h. er
hat schoneinmal ein Kind verloren, kommen er und der von ihm aufgespannte Unterbaum
ebenfalsin die Wurzd ebene und der Prozesswird mit seinem Vorganger fortgesetzt. Dieser
relativ aufwendige Prozessist eine gute Performancegarantie von gol¥er Bedeutung Der
detallli erte Ablauf ist in Algorithmus 33 angegeben. Abb. 6.4 und 65 ill ustrieren diesen
Vorgang anhand vonzwei Beispielen.

Off ensichtli ch hangt die Worst-Case Laufzat fur IncreaseKey von der Anzahl der angeregten
Knoten ab. Sind alle Knaoten, die sich auf dem Weg vom Knoten v bis zur Wurzd befinden,
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Abbildung 63: Beispiel fur ExtradMax: Der Heg wird nadh dem Entfernen reorganisiert.
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Algorithmus 33 IncreasseKey(var H, v, newKey)
Eingabe: Fiboracad-Heg undKnaten v, fur den der Prioritatswert auf newKey erhdht wer-
den soll.
Ausgabe: Fibonacd-Heg nadh IncreaseKey.
1: erhdohe den Wert von v auf newKey;
2: fallsv.key > Maz.key dann {

3: Max = v;
4 }
5. falls Hegpeigenschaft zwischen v uns sinem Vorganger verletzt dann {
6: ende = false;
7. wiederhole
8: u = Vorganger vonv;
o made v zu nicht angeregter Wurzd;
10: fallsw angeregt dann {
11 V= U,
12: } sonst {
13 rege u an, wenner kein Wurzdknoten ist;
14 ende = true;
15: }

16.  bisende;

17 }
IQ IQ
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Abbildung 64: Beispid fur IncreaseKey: Wenn de Prioritat von Knoten 3 auf 16 erhoht
wird, wird die Hegoeigenschaft verletzt und deser Knoten kommt in die Wurzdebene. Sein
Vorganger wird angeregt.

angeregt, wird in jeder Iteration ein Teil baum abgespaltet undin die Wurzd ebene a@ngefugt.
Damit steigt der Aufwand vonincreaseKey im Worst-Case propartional zur Hohe des Hegps.

Basierend auf den bisher angestellten Uberlegungen lassen sich die die Worst-Case Laufzei-
ten in Tabelle 6.2 wie gefolgt zusammenfassen. Wir sehen, dassder Fiboraca-Heg nicht
mit dem binaren Heg mithalten kann. Wurde anfangs zu viel versprochen?



6.2. AMORTISIERTE ANALYSE 107
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Abbildung 65: Beispiel fur IncresseKey: Wenn de Prioritét von Knoten 7 auf 21 erhdht
wird, kommt neben diesem Knoten sein Vorganger ebenfall sin die Wurze ebene, da & bereits

angeregt war.

Tabell e 6.2: Worst-Case-Analyse awischen binarem Hegp undFiboraca-Hea.

Operation Binarer Heg | Fiboraca-Hea
Insert O(logn) O(1)
ExtradMax | O(logn) O(n)
IncreaseKey | O(logn) O(h(Heap))

6.2 Amortisierte Analyse

Im vorigen Kapitel haben wir gesehen, dassder Fiboraca-Hegp eine schledhte Worst-Case-
Performance aifweist. Bis jetzt haben wir uns primar mit Best-Case-, Worst-Case- und
Average-Case-Analysen beschaftigt. Best-Case und Worst-Case Analysen liefern lediglich
untere bzw. obere Schranken fur den algemein zu erwartenden Fall und sind daher in der
Praxis haufig wenig aussagekréftig. Die Average-Case-Analyse bietet zwar in diesem Sinne
eine gute Laufzetabschatzung, ist aber in vielen Fallen sehr aufwendig bzw. in der Praxis
haufig auch nicht durchfuihrbar.

Anstatt Algorithmen anhand einzener Operationen zu analysieren, werden bei der amorti-
sierten Analyse Sequenzen von Operationen betrachtet. Die Motivation liegt darin, dassbel
manchen Algorithmen einzene Operationen zwar teuer sein konren, aber diese Fale nur
relativ selten auftreten. Wenn der Algorithmus in den tGberwiegend mehrheitli chen Situa-
tionen effizient ist, ware es ungeredt, seine Leistung nu anhand eines einzenen Fallesim
Worst-Case 2u bewerten. Die amortisierte Analyseist daher die Worst-Case-Analysefur eine
Sequenz von Operationen. In Algorithmen undDatenstrukturen 1 wurde diese Thematik be-
reits kurz im Zusammenhang mit der Union-Find Datenstruktur angeschnitten. Hier wollen
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wir nun genauer auf die Analyse engehen.

Es gibt verschiedene Mogli chkeiten, die amortisierte Analyse durchzufuhren:

e Aggoregat-Methode
e Bankkono-Methode

e Potenzialfunktion-Methode

Das Grundpinzip ist bei alen gleich: Die hilli gen Operationen werden systematisch ver-
teuert, damit die amortisierten Kosten der teuren Operationen gesenkt werden konrnen. Um
diese Methoden besser zu veranschaulichen, werden sie an folgenden einfachen Beispiel
ill ustriert.

Beispiel: Binarzahler

Der Binarzahler enthalt einen Zahlerstand, der im Dual system arbeitet. Jedes Ma wenn de
Funktion ,Increase” aufgerufen wird, erhdht sich der Zahlerstand um eins. Der Aufwand
dieser Funktionwird an der Anzahl der Bit-Fli ps gemessen.

Verwendet man die klasssche Worst-Case-Analyse, liegt der Aufwand in O(n), wenn der
Zahlerstand duch n Bitsdargestellt wird. Dieser Fall tritt ein, wennan jeder Stelleim Zahler-
stand bisauf die vorderste @ne Eins geht und dann,,Increase” aufgerufen wird. Im weiteren
Verlauf werden wir sehen, wie die anortisierten Kosten beredhnet werden konren.

6.2.1 Aggregat-Methode

Die Aggregat-Methock ist die primitivste Form, um die anortisierten Kosten zu berechnen.
Fur eine Sequenz von Operationen werden einfach die Kosten aufsummiert und duch die
Anzahl der Operationen dividiert. Somit erhdt man die durchschnittli chen Kosten pro Ope-
ration.

Tabelle 6.3 zegt ein Beispiel, wie dieses Verfahren auf den Binarzahler angewendet wird.
Die Kosten fur sechs Operationen betragen in Summe zéhn. Das ergibt einen Durchschnitt
von % pro Operation. Naheli egenderweise ist die Aggregat-Methode in vielen Fallen unge-
eignet. Die Durchschnittskosten sind im Allgemeinen stark von der Anzahl und Wahl der
Operationen abhangig. Esist schwierig, ,,ale" Kombinationen sinnvdl abzudedken.
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Tabelle 6.3: Beispiel fur die Aggregat-Methode angewendet auf den Binarzahler.

Operation | Zahlerstand | Kosten
Init. 000000
1 000001 1
2 000010 2
3 000011 1
4 000100 3
5 000101 1
6 000110 2

6.2.2 Bankkonto-Methode

Die Bankkorto-Methode berechnet die anortisierten Kosten mit Hilfe enes virtuellen Kon-
tos. Stellen Sie sich vor, dass Sie fur jede billige Operation absichtlich mehr als die
tatsadlich nawendigen Kosten ausgeben. Das ,, Guthaben wird am Konto aufbewahrt und
gpater fur die teuren Operationen ausgegeben, damit diese gunstiger ausfall en.

Tabelle 6.4 zagt wieder das Binarzahler Beispiel, das diesma mit der Bankkorto-Methode
analysiert wird. Jede Increase-Operation, die die letzte Null i n eine Eins verwandelt, erfor-
dert tatsachlich nur einen Bit-Fli p. Stattdessen bezahlen wir in einem solchen Fall die Kosten
vonzwei Bit-Fli ps, damit ein Guthaben voneinem Bit-Flip am Konto landet. Teure Operatio-
nen treten dann auf, wenn durch eine Increase-Operation viele Einser in Nullen verwandelt
werden. In diesen Fallen bezalen wir ebenfall s nur die Kosten vonzwel Bit-Flips und de
Differenz auf die tatsachlichen Kosten wird mit dem Guthaben am Konto beglichen. Damit
betragen die amortisierten Kosten fur jede Operation korstant zwel Bit-Flips.

Tabelle 6.4: Beispiel fur die Bankkonto-Methode angewendet auf den Binarzahler.

_ ) tatsachl.
Operation | Zéhlerstand | ,,bezalt" Kosten Konto
Init. 000000 0
1 000001 2 1 1
2 000010 2 2 1
3 000011 2 1 2
4 000100 2 3 1
5 000101 2 1 2
6 000110 2 2 2
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6.2.3 Potenzialfunktion-Methode

Die Potenziafunktion-Methode ist das madhtigste der drei Analyseverfahren. Sie betrachtet
die Konfiguration der Datenstruktur D, auf der operiert wird. Die Potenziafunktion ¢(D)
kennze chnet das Potenzial von D, d.h. den Grad der Unordnungim Vergleich zum Ided-
zustand. Je hoher das Potenzial desto hoher ist die Wahrscheinli chkeit, dassdie darauffol-
genden Operationen teuer ausfallen werden. Der Zustand von D und sein Potenzial konnen
durch jede Operation verandert werden.

Sei (o4, ..., 0,) €ine Folge vonn Operationen. Wir definieren folgende Notationen:

a; Sind de anortisierten Kosten fur die Operation o;.

t; sind de tatsadlichen Kosten fur die Operation o;.

D; ist der Zustand der Datenstruktur nach der i-ten Operation.

&; = ¢(D;) ist das Potenzia der Datenstruktur nach der i-ten Operation.

@, ist das Potenzia des Initialzustands von D vor der ersten Operation.

Die anortisierten Kostena;, i = 1,...,n, werden duch
a; =t +D; — D4 oder a; :tl—i—A@

ausgedrickt, wobei A® = @, — @, _, die Diff erenz des Potenzials zwischen den Zustanden i
und: — 1 darstellt. Folglich betragen die amortisierten Kosten fur eine Folge von Operationen
=1 =1 =1

Wahlen wir eine nichtnegative Potenzialfunktion mit @, = 0, gilt

n n
Z t; < Z a;
i=1 i=1

undwir erhalten somit eine obere Schranke fur die tatsacli chen Kosten.

Im Fall des Binarzéhlersist D die Binardarstellung des Zahlers. Teure Operationen konnen
dann auftreten, wenn der Zahler sehr viele Einser enthdlt. Daher wahlen wir fur die Potenzi-
alfunktion der i-ten Operation®(D;) = B;, wobei B; der Anzahl der Einser in D; entspricht.
Nehmen wir an, dass D; mit b; aufeinanderfolgenden Einsern endet. Diese werden bel einer
Increase-Operation zu Null en konwertiert und de davorstehende Null wird zu einer Eins. Wir
erhaten®;, = B;_1,®; = B;_1 — b; + 1 undt; = b; + 1. Damit ergibt sich

i=1
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6.3 Amortisierte Analysevon Fibonacd-Heaps

Wir werden nun de Potenzialfunktion-Methode anwenden, um die amortisierten Kosten fur
die Operationen auf einem Fibonacd-Heg zu analysieren. Dafur missen wir zuerst zeigen,
dass die Knotengrade in einem Fiboracd-Heg mit n Knoten durch O(logn) beschrankt
sind. Folgende Lemmata werden bendtigt:

Lemma 6.1 Sei z ein Knoten vom Grad d und seien y, . .., yq dessen Kinder gemald cer
Reihenfolge, in der sie durch ExtractMax-Operationen zu x verlinkt wurden. Dannist der
Gradfur alley; entweder i — 1 oderi —2fur:=1,...,d.

Bewels. Zu dem Zeitpunkt, zu dem y; zu = gelinkt wurde, hatte = bereits yq,...,y;_1 as
Kinder.

= deg(x) =i — 1.

= deg(y;) = 1—1, dawir wahrend ExtradMax nur Knoten gleichen Grades verli nken.

Seitdem hat y; hochstens nur ein Kind durch IncreaseK ey-Operationen verloren, denn
ansonsten ware y; von x abgeschnitten worden.

= deg(y;) =i — 1 oder deg(y;) =i — 2.

Lemma 6.2 Sei p € ReineZahl mit 1 < p < 2undl+¢ > 3. Sal x ein Knoten vom Grad
d undsize(z) die Anzahl der Knoten, dieimvonz aufgespanrten Unterbaum enthalten sind.
Dann glt size(z) > .

Beweis: Vollstandige Indukion

¢ Indukionsanfang: Lemmaist wahr fur d = 0.
e Indukiionsannahme: Lemmaist wahr fur alled < k.

e Indukionsbehauptung size(x) > ©* mit d = k:

size(z) =1+ Z size(y;) >

1<k

> size(yy—1) + size(yy) >
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Z Spkf?; 4 (pka _

=" (1 +¢) >
k

Z (pk—?)sp?) =

Korollar 6.1 Der Gradd jedes Knotens z ist beschrankt durch O(logn).

Bewels:
n > size(z) > ¢*

= log,n >d

6.3.1 Potenzialfunktion fur ExtractM ax

Mittels klasgscher Worst-Case-Analyse haben wir gesehen, dass ExtradMax bis zu O(n)
Zeit benotigen kann. Dieser Fall tritt ein, wennn Mal eingefugt wurde und danach Extrad-
Max aufgerufen wird. Intuitiv betrachtet baut Insert Uilber n Operationen langsam ein Poten-
zia auf, sodassder nadhste Aufruf von ExtradMax verlangsamt wird. Dieser baut jedoch
das Potenzia wieder ab, wodurch darauff olgende ExtradM ax-Operationen wieder schnell er
arbeiten konren. Esist daher hochst unwahrscheinlich, dassiiber eine Sequenz von Opera
tionen betrachtet der Worst-Case wiederholt auftritt.

Wir suchen eine Potenzialfunktion, die besagt, wie schlecht die &tuelle Konfiguration des
Fibonacd-Heags D ist. Wie bereits im Kapitel 6.1.2 festgestellt wurde, hangt die Perfor-
mancevon ExtradMax stark von der Anzahl der Wurzdknaten ab. Daher wahlen wir fur die
Potenzialfunktion

O(D) = aW,

wobe a eine Konstante und IV die Anzahl der Wurzdknoten sind.

Wir nehmen an, dass der Hegp am Anfang 1W; Wurzdknoten und rach der ExtradMax-
Operation W, Wurzdknoten besitzt. Der gel dschte Wurzdknoten hatte Grad d. Dietatsadli-
chen Kosten betragen

ti = C(d + Wl),

wobel ¢ eine Konstante ist. Die amortisierten Kosten betragen

a; =t; + AD = c(d+ Wy) + a(Wy — W) = (¢ — a)W; + cd + aWs.
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Nacdhdem fur die beiden Konstanten o und ¢ noch keine Werte festgelegt wurden, wahlen
wir o = ¢. Damit vereinfadchen sich die anortisierten Kosten auf

a; = cd + aWs.
Dawir gezegt haben, dassder Knatengrad durch O(log n) beschrankt ist, gilt d = O(logn).

Weiters dellenwir fest, dassW, = O(log n), da dle Wurzdknoten am Ende der ExtradM ax-
Operation urterschiedliche Grade besitzen. Folglich gilt a; = O(logn).

6.3.2 Potenzialfunktion fur IncreaseK ey

Nun wollen wir eine gedgnete Potenzialfunktion fur IncreaseKey finden. Wir nehmen an,
dass wahrend desem Prozessinsgesamt & neue Wurzen geschaffen werden. Wenn viele
neue Wurzen erschaffen werden, bedeutet das nicht nur einen horen Aufwand, sondern
erhoht auch das Potenzial. Fur die Potenziafunktion miissen wir daher zusatzlich auch die
angeregten Knaoten heranziehen, dadiesefur die Erzeugung reuer Wurze knoten verantwort-
lich sind. Nehmen wir an, dassvor der Operationinsgesamt A angeregte Knotenim Hegp D
existierten. Als Potenzialfunktion wahlen wir

&(D) =d'k+ (A,
wobei o und 5’ wieder Konstanten sind, deren Werte wir spater bestimmen woll en.
Die tatsachlichen Kosten betragen
ti=d(k+1),

wenn k Knoten abgespaltet werden, wobei ¢ eine weitere Konstante ist. Die Differenz des
Potenzial s betragt
AP =d'k+5(2—k),

dennall e neuen Wurzdn waren angeregt bis auf eventuell den Knoten, dessen Prioritatswert
erhoht und drekt abgespaltet wurde. Wahrend deses Prozesses wird hochstens ein neuer
Knoten angeregt.

Die anortisierten Kosten betragen damit
a;i=t+ AP =C(k+1)+dk+ 52—k =(+d =-0)k++25.
Wahlenwir 8 = ¢ + o, lasd sich der Ausdruck auf
a; = 3c + 2a/

vereinfadhen und deser liegt in O(1), d.h. er ist konstant.
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Wir mussen urs nun nah dariiber Gedanken macdhen, ob ExtradMax neu abgeschétzt wer-
den muss da die Komporente der angeregten Knoten hinzugekommen ist. In diesem Fall
konren wir darauf verzichten, da bei ExtradMax keine neuen Knoten angeregt werden und
somit das Potenzial fur IncreaseKey sich nicht verschleditern kann.

Schlusdolgerung

Eine Folge von n Insert- bzw. IncreaseKey- und m ExtradMax-Operationen auf einem
anfanglich leaen Fiboracd-Hegp konren in der Zeit O(n + mlogn) ausgefuhrt werden.
Mittels klass scher Worst-Case-Anayse wiirde man auf O(n? + mn) kommen, was zu pes-
simistisch ware.

Anmerkungen

Der Name ,Fiboraca-Hegs* kommt von einer verscharften Version des Lemmas, das wir
bewiesen haben. Dieses besagt, dassein Knoten vom Grad d im Hegp mindestens Fj;, o, > ¢
Nadkommen besitzt, wobei F,,, die (d+2)-teFibonacd-Zahl undy = % den Goldenen
Schnitt darstellen.

Der Fiboraca-Heg spielt vor allem bel theoretischen Analysen eine wichtige Rolle. Man
kann z.B. fur Dijkstras Algorithmus zum Finden kirzester Pfade zegen, dassdieser eine
Laufzeit von O(|E| + |V|log|V|) erreichen kann, wenn de Priority Queue durch einen
Fiboracd-Hegp redisiert wird. In der Praxis werden jedoch haufig alternative Datenstruktu-
ren verwendet, die @nfacher aufgebaut undleichter zu implementieren sind.



